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Аннотация 
Цель: найти точные решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа в кусочно-
однородном многомерном слое с условиями сопряжения четвёртого рода.  
Процедура и методы. В статье рассматривается задача Дирихле в кусочно-однородном 
слое в пространстве произвольной размерности. На внешних граничных гиперплоско-
стях заданы условия Дирихле, а на внутренней гиперплоскости, разделяющей слой на 
два слоя равной толщины, задаются условия сопряжения четвёртого рода. Заданные на 
границе функции считаются обобщёнными функциями медленного роста, в частности, 
они могут быть полиномами.  
Результаты. Получены точные решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа в кусоч-
но-однородном многомерном слое с условиями сопряжения четвёртого рода, которые 
записываются в виде свёрток быстро убывающих, бесконечно дифференцируемых 
функций (ядер) с граничными функциями, которые считаются обобщёнными функция-
ми медленного роста. Если граничные функции являются обычными функциями мед-
ленного роста, то решения записываются интегральными формулами. В частности, если 
граничные функции являются полиномами, то решения также являются полиномами. 
Теоретическая и/или практическая значимость исследования заключается в получении 
точных решений задачи Дирихле для уравнения Лапласа в кусочно-однородном много-
мерном слое с условиями сопряжения четвёртого рода.  
Ключевые слова: Уравнение Лапласа, задача Дирихле, условия сопряжения четвёртого 
рода, обобщённые функции медленного роста. 
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DIRICHLET PROBLEM FOR THE LAPLACE EQUATION IN A PIECEWISE HO-
MOGENEOUS MULTIDIMENSIONAL LAYER WITH FOURTH-KIND CONJU-
GATION CONDITIONS  
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Bauman Moscow State Technical University 
ul. 2-ya Baumanskaya 5, stroenie 1, Moscow 105005, Russian Federation 

Abstract 
Aim. The purpose is to find exact solutions of the Dirichlet problem for the Laplace equation in 
a piecewise homogeneous multidimensional layer with fourth-kind conjugation conditions. 
Methodology. We consider the Dirichlet problem in a piecewise homogeneous layer in a space 
of arbitrary dimension. Dirichlet conditions are set on the outer boundary hyperplanes, and 
conjugation conditions of the fourth kind are set on the inner hyperplane dividing the layer into 
two layers of equal thickness. The functions defined on the boundary are assumed to be gen-
eralized functions of slow growth; in particular, they can be polynomials. 
Results. Exact solutions of the Dirichlet problem for the Laplace equation in a piecewise ho-
mogeneous multidimensional layer with conjugation conditions of the fourth kind are ob-
tained, which are written as convolutions of rapidly decreasing, infinitely differentiable func-
tions (kernels) with boundary functions, which are considered to be generalized functions of 
slow growth. If the boundary functions are ordinary functions of slow growth, then the solu-
tions are written by integral formulae. In particular, if the boundary functions are polynomials, 
then the solutions are also polynomials. 
Research implications. We have obtained exact solutions of the Dirichlet problem for the La-
place equation in a piecewise homogeneous multidimensional layer with conjugation condi-
tions of the fourth kind. 
Keywords: Laplace equation, Dirichlet problem, conjugation conditions of the fourth kind, gen-
eralized functions of slow growth 

 
Введение 

Краевые задачи с граничными условиями четвёртого рода возникают, 
например, при расчёте температуры в твёрдых телах, состоящих из нескольких 
различных материалов [1], задачах фильтрации в слоистых средах [2] и т. п. В 
[2] рассматривается плоская задача, а задача сопряжения гармонических функ-
ций трёх переменных краевыми условиями четвёртого рода решалась в [3] при 
построении фильтрационных течений в слоистой среде. 

В данной статье мы рассматриваем задачу Дирихле в кусочно-однородном 
слое в пространстве произвольной размерности. На внешних граничных ги-
перплоскостях заданы условия Дирихле, а на внутренней гиперплоскости, раз-
деляющей слой на два слоя равной толщины, заданы условия сопряжения чет-
вёртого рода. Заданные на границе функции считаем обобщёнными функция-
ми медленного роста [4], в частности они могут быть полиномами. 
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1.Постановка задачи 
Найти функции 𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�, 𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�𝑥 𝑥𝑥 = �𝑥𝑥�, … , 𝑥𝑥�� 𝑦 𝑦�,𝑦𝑦  𝑦 𝑦𝑦𝑦удовлетворяю-

щие условиям: 
                        Δ𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 0,           𝑥𝑥 𝑥𝑥 �𝑥 0 𝑑 𝑥𝑥 𝑑 𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�1� 

                             Δ𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 0,          𝑥𝑥 𝑥𝑥 �𝑥 𝑥𝑥 𝑑 𝑥𝑥 𝑑 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑥� 
                                 𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥� = 𝑔𝑔�𝑥𝑥�, 𝑥𝑥 𝑥𝑥 �𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�3� 
                             𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥� = ℎ�𝑥𝑥�, 𝑥𝑥 𝑥𝑥 �𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��� 

𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�, 𝑢𝑢��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑘𝑘𝑘𝑘��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�, 𝑥𝑥 𝑥𝑥 �𝑥 𝑘𝑘 � 0.𝑦𝑦𝑦𝑦��� 

Здесь 𝑔𝑔�𝑥𝑥� и ℎ�𝑥𝑥� � заданные обобщённые функции медленного роста, 
𝑔𝑔�𝑥𝑥�, ℎ�𝑥𝑥� ∈ 𝒮𝒮𝒮�ℝ�� [4]. 

Решение задачи будем искать в классе функций медленного роста по 𝑥𝑥:  

      � |𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�|
ℝ�

�1 � |𝑥𝑥|���𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 |𝑥𝑥| = �𝑥𝑥�� � �� 𝑥𝑥��𝑦𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦���𝑦 

для некоторого � � 0 и для каждого 𝑦𝑦 𝑦 �0,𝑎𝑎 �,  
� |𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�|
ℝ�

�1 � |𝑥𝑥|���𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

для некоторого � � 0 и для каждого 𝑦𝑦 𝑦 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �.  
 

2.Решение задачи 
Применяя преобразование Фурье по 𝑥𝑥 [4] к (1) - (6) и, обозначая, 

ℱ� �𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥���𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � = 𝑈𝑈�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �,    ℱ� �𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥���𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � = 𝑉𝑉�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � , 
ℱ� �𝑔𝑔�𝑥𝑥���𝑡𝑡� = 𝐺𝐺�𝑡𝑡�,    ℱ� �ℎ�𝑥𝑥���𝑡𝑡� = 𝐻𝐻�𝑡𝑡�, 

Получим ОДУ с параметром 𝑡𝑡 𝑡𝑡 � 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�|𝑡𝑡|�𝑈𝑈�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � � 𝑈𝑈���𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � = 0𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦0 𝑑 𝑥𝑥 𝑑 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��� 
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�|𝑡𝑡|�𝑉𝑉�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � � 𝑉𝑉���𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � = 0𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑥𝑥 𝑑 𝑥𝑥 𝑑 𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��� 

и граничные условия  
                                            𝑈𝑈�𝑡𝑡𝑡𝑡 � = 𝐺𝐺�𝑡𝑡�,    𝑉𝑉�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � = 𝐻𝐻�𝑡𝑡�𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦��� 

                                          𝑈𝑈�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � = 𝑉𝑉�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �,   𝑈𝑈��𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � = 𝑘𝑘𝑘𝑘��𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 �.𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�10� 
Общие решения уравнений (7) и (8) 

𝑈𝑈�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � =  𝐶𝐶��𝑡𝑡�𝑒𝑒|�|� �𝑦𝑑𝑑��𝑡𝑡� 𝑒𝑒�|�|�𝑥 0 𝑑 𝑥𝑥 𝑑 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�11� 
𝑉𝑉�𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 � =  𝐶𝐶��𝑡𝑡�𝑒𝑒|�|� �𝑦𝑑𝑑��𝑡𝑡� 𝑒𝑒�|�|�𝑥 𝑥𝑥 𝑑 𝑥𝑥 𝑑 𝑥𝑥𝑥𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�1𝑥� 

Используя граничные условия (9), (10), получим систему линейных уравне-
ний для  𝐶𝐶��𝑡𝑡�,𝐶𝐶 ��𝑡𝑡�,𝐶𝐶 ��𝑡𝑡�,𝐶𝐶 ��𝑡𝑡� : 

 
𝐶𝐶��𝑡𝑡� �𝑦𝑑𝑑��𝑡𝑡� = 𝐺𝐺�𝑡𝑡�                                            (13) 
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𝐶𝐶��𝑡𝑡�𝑒𝑒��|�| �  𝐶𝐶��𝑡𝑡� 𝑒𝑒���|�| = 𝐻𝐻�𝑡𝑡�                              (14) 

 𝐶𝐶��𝑡𝑡� 𝑒𝑒�|�|  �  𝐶𝐶��𝑡𝑡� 𝑒𝑒��|�| �  𝐶𝐶��𝑡𝑡� 𝑒𝑒�|�| �  𝐶𝐶� 𝑒𝑒��|�| = 0        (15) 

𝐶𝐶��𝑡𝑡� |𝑡𝑡| 𝑒𝑒�|�| � 𝐶𝐶��𝑡𝑡� |𝑡𝑡| 𝑒𝑒��|�| � 𝐶𝐶��𝑡𝑡� 𝑘𝑘|𝑡𝑡| 𝑒𝑒�|�| � 𝐶𝐶��𝑡𝑡� 𝑘𝑘|𝑡𝑡| 𝑒𝑒��|�| = 0  (16) 

Определитель этой системы 
Δ = 2�𝑘𝑘 � 1�|𝑡𝑡|sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|� � 0 ��� 𝑡𝑡 � 0𝑡 

поэтому система линейных уравнений (13)–(16) для значений параметра 𝑡𝑡 � 0 
имеет единственное решение. Подставляя это решение в (11), (12), получим  

𝑈𝑈�𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡� = 𝐺𝐺�𝑡𝑡� sh�|𝑡𝑡|�2𝑎𝑎 � 𝑡𝑡��
sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|� � 

� 1 � 𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘  𝐺𝐺�𝑡𝑡� sh�|𝑡𝑡|𝑡𝑡�

sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|� �  2𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘  𝐻𝐻�𝑡𝑡� sh�|𝑡𝑡|𝑦𝑦�

sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|� 𝑡      0 � 𝑡𝑡 � 𝑎𝑎𝑡               �1�� 

𝑉𝑉�𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡� = 𝐻𝐻�𝑡𝑡� sh�|𝑡𝑡|𝑡𝑡�
sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|� � 𝑘𝑘 � 1

1 � 𝑘𝑘  𝐻𝐻�𝑡𝑡� sh�|𝑡𝑡|�2𝑎𝑎 � 𝑡𝑡��
sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|� � 

� 2
1 � 𝑘𝑘 𝐺𝐺�𝑡𝑡� sh�|𝑡𝑡|�2𝑎𝑎 � 𝑡𝑡��

sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|� 𝑡 𝑎𝑎 � 𝑡𝑡 � 2𝑎𝑎.                                                 �1�� 

Поскольку функции 
sh�|𝑡𝑡|𝑡𝑡�

sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|�   и  sh�|𝑡𝑡|�2𝑎𝑎 � 𝑡𝑡��
sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|�  

имеют при 𝑡𝑡 𝑡𝑡  устранимую особенность, то, устраняя её, получим бесконечно 
дифференцируемые быстро убывающие функции от 𝑡𝑡 𝑡 𝑡�, то есть функции из 
пространства основных функций 𝒮𝒮�ℝ��. При этом (17), (18) дают единственное 
решение краевой задачи (7)–(10) для любого значения параметра 𝑡𝑡 𝑡 𝑡�. 

Применяя обратное преобразование Фурье, получим единственное решение 
задачи Дирихле (1)–(4) в классе функций медленного роста по 𝑥𝑥 (6). Это реше-
ние записывается в виде свёртки: 

𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 � =  𝑔𝑔�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑡 2𝑎𝑎 � 𝑡𝑡� � 

                    � 1 � 𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘  𝑔𝑔�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑡 𝑡𝑡� �  2𝑘𝑘

1 � 𝑘𝑘  ℎ�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 �𝑡                       �1�� 

𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 � = ℎ�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 � �  

                   � 𝑘𝑘 � 1
1 � 𝑘𝑘  ℎ�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑡 2𝑎𝑎 � 𝑡𝑡� �  2

1 � 𝑘𝑘  𝑔𝑔�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑡 2𝑎𝑎 � 𝑡𝑡�𝑡      �20� 

где «ядро» 

                                             𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 � = ℱ��� � sh�|𝑡𝑡|𝑡𝑡�
sh�2𝑎𝑎|𝑡𝑡|�� �𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 �.                             �21�  

Поскольку преобразование Фурье отображает взаимно-однозначно 𝒮𝒮�ℝ�� на 
𝒮𝒮�ℝ��, то 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 �, 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑡 2𝑎𝑎 � 𝑡𝑡� ∈  𝒮𝒮�ℝ��.   
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Ядро 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� при 𝑥𝑥 � 2𝑎𝑎 � 0 является аппроксимативной единицей или 
дельтообразным семейством функций от 𝑥𝑥 с параметром 𝑦𝑦𝑦[5]: 

𝑘�𝑦𝑦𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� � 0𝑥 

2�𝑦� 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�
ℝ�

 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝑦𝑦
2𝑎𝑎 � 𝑘𝑦��и𝑦𝑥𝑥 � 2𝑎𝑎 � 0𝑦𝑦𝑥𝑦 

��𝑦���𝑦𝑦�δ � 0𝑦𝑥 lim������ sup|�|��
𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 0. 

Эти свойства означают, что 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� слабо сходится к дельта-функции δ�𝑥𝑥� 
при 𝑥𝑥 � 2𝑎𝑎 � 0.  

Аналогично, 𝑙𝑙��2𝑎𝑎 � 𝑥𝑥� является аппроксимативной единицей при 𝑥𝑥 � 0 �. 
Поэтому, если 𝑔𝑔�𝑥𝑥� и ℎ�𝑥𝑥� 𝑦� обобщённые функции медленного роста, 

𝑔𝑔�𝑥𝑥�, ℎ�𝑥𝑥� ∈ 𝒮𝒮��ℝ��, то граничные условия (3), (4) для 𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�и𝑦𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� выпол-
няются в смысле теории обобщённых функций: 

lim���� 𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� 𝑑 𝑔𝑔�𝑥𝑥�  в  𝒮𝒮��ℝ��, lim����� 𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = ℎ�𝑥𝑥�  в  𝒮𝒮��ℝ��, 

то есть для каждой основной функции 𝛼𝛼�𝑥𝑥� ∈ 𝒮𝒮 �ℝ�� имеют место равенства: 
lim����〈𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�, 𝛼𝛼�𝑥𝑥�� =  〈𝑔𝑔�𝑥𝑥�𝑥 𝛼𝛼�𝑥𝑥��, 

   lim�����〈𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�, 𝛼𝛼�𝑥𝑥�� = 〈ℎ�𝑥𝑥�𝑥 𝛼𝛼�𝑥𝑥��. 

Если 𝑔𝑔�𝑥𝑥�, ℎ�𝑥𝑥� – обычные функции медленного роста, то граничные значе-
ния функций 𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�и𝑦𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� существуют в обычном смысле, то есть в каждой 
точке непрерывности функций 𝑔𝑔�𝑥𝑥� и ℎ�𝑥𝑥� имеют место равенства 

lim���� 𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑔𝑔�𝑥𝑥�, lim����� 𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = ℎ�𝑥𝑥�. 

Эти же равенства имеют место в некоторой области 𝐷𝐷 𝐷 𝐷� и в том случае, 
когда обобщённые функции 𝑔𝑔�𝑥𝑥� и ℎ�𝑥𝑥� совпадают в этой области с непрерыв-
ными функциями.  

Замечание. При 𝑘𝑘 𝑘 𝑘 задача (1)–(4) переходит в задачу Дирихле для слоя, 
рассмотренную в [5].  

Переходя в (21) к сферическим координатам и, обозначая |𝑥𝑥| = 𝑟𝑟𝑟𝑟 
|𝑡𝑡| = 𝜌𝜌, получим [5]: 

𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑙𝑙�∗ �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 �   

= 1
�2π����𝑟𝑟����� �

s��𝜌𝜌𝑥𝑥�
s��2𝑎𝑎𝜌𝜌� ρ

���𝐽𝐽������𝑟𝑟𝑟�𝑑𝑑𝑑𝑑
�

�
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�22� 

где 𝐽𝐽������𝑟𝑟𝑟� � функция Бесселя 1-го рода порядка  � 𝑑 𝑛𝑛�2 � 𝑘. 
Из формулы (22) получается рекуррентная формула 

                                            𝑙𝑙���∗ �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 � 𝑑 � 1
2π𝑟𝑟

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑙𝑙�

∗ �𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 �.𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦�2�� 
При 𝑛𝑛 𝑛𝑛  обратное преобразование Фурье (21) является элементарной 

функцией [5]: 
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𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 1
4𝑎𝑎  sin�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�

ch�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�, 

 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝜋𝑎𝑎 � 𝑥𝑥� = 1
4𝑎𝑎  sin�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�

ch�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�. 

Поэтому при нечётном 𝑛𝑛, то есть в пространствах ℝ��� чётной размерности 
𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� выражается через элементарные функции с помощью рекуррентной 
формулы (23). Например, 

𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 1
16𝑎𝑎�  sin�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� sh�𝜋𝜋|𝑥𝑥|/2𝑎𝑎�

|𝑥𝑥|�ch�𝜋𝜋|𝑥𝑥|/2𝑎𝑎� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋���  ,   

𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝜋𝑎𝑎 � 𝑥𝑥� = 1
16𝑎𝑎�  sin�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� sh�𝜋𝜋|𝑥𝑥|/2𝑎𝑎�

|𝑥𝑥|�ch�𝜋𝜋|𝑥𝑥|/2𝑎𝑎� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋��� , 

|𝑥𝑥| = �𝑥𝑥�� � 𝑥𝑥�� � 𝑥𝑥�� . 

 
При 𝑛𝑛 𝑛𝑛 , то есть в пространстве ℝ� 

                      𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 1
2𝜋𝜋 � sh��𝑥𝑥�

sh�𝜋𝑎𝑎�� ρ 𝐽𝐽��|𝑥𝑥𝑥𝑥�𝑑𝑑𝑑𝑑
�

�
                            �𝜋4�  

не выражается через элементарные функции, а, следовательно, 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� не вы-
ражается через элементарные функции при чётном 𝑛𝑛, то есть в пространствах 
ℝ��� нечётной размерности. 

Ядро 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑙𝑙��𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�𝑥 𝑥𝑥� можно получить из 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑙𝑙��𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�𝑥 𝑥𝑥� 
«методом спуска», проинтегрировав 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� по 𝑥𝑥� от �∞ до ∞, 

𝑙𝑙��𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�,𝑦𝑦 � = � 𝑙𝑙��𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�𝑥 𝑥𝑥�
�

��
𝑑𝑑𝑑𝑑�. 

Обозначая 𝑟𝑟 𝑟 �𝑥𝑥�� � 𝑥𝑥�� и, делая подстановку �𝑟𝑟� � 𝑥𝑥�� = 𝑡𝑡, получим 
𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑙𝑙�∗�𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 � = 

     = sin�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�
8𝑎𝑎�  � sh�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�

√𝑡𝑡� � 𝑟𝑟� �ch�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋���

� 

�
𝑑𝑑𝑡𝑡.               �𝜋��    

В отличие от формулы (24), подынтегральная функция в формуле (25) – моно-
тонная, что сокращает время приближенного вычисления интеграла. 

Ядро 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� можно записать в виде ряда, используя формулу из [7, с. 170]: 
𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑙𝑙�∗�𝑟𝑟𝑥 𝑥𝑥� = 

                                    = 1
4𝑎𝑎�  ���1����

�

���
𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 �𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

2𝑎𝑎 � 𝐾𝐾� �𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
2𝑎𝑎 �𝑥                  �𝜋6�  

где 𝐾𝐾� � функция Макдональда. Тогда 
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𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋� = 𝑙𝑙�∗�𝜋𝜋𝑥 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋� = 

                                       = 1
4𝑎𝑎�  �  

�

���
𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛 �𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

2𝑎𝑎 � 𝐾𝐾� �𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
2𝑎𝑎 �𝑑                              �2��  

 
Если 𝑔𝑔�𝑥𝑥� и ℎ�𝑥𝑥� – обычные функции медленного роста, то свёртки (19), (20) 

записываются интегралами. Например: 

𝑔𝑔�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 1
4𝑎𝑎 sin �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎� �  
�

��
 

 
𝑔𝑔�𝑡𝑡�

ch�π�𝑥𝑥 � 𝑡𝑡�/2𝑎𝑎� � c�𝑛�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

ℎ�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋� = 1
2π � ℎ�𝑡𝑡�𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑛h �ρ�2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋��

𝑛h �2𝑎𝑎ρ� ρ
�

�
𝐽𝐽��ρ|𝑥𝑥 � 𝑡𝑡|�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ�
 

В частности, если  𝑔𝑔�𝑥𝑥� и ℎ�𝑥𝑥� – полиномы, то свёртки (19), (20) также явля-
ются полиномами [6].  

 
3.Примеры 

Пример 1. 𝑔𝑔�𝑥𝑥� = 𝑔𝑔𝑔𝑔 �𝑥𝑥� = ℎ � постоянные функции. 
Решение получаем по формулам (19), (20). 

𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑔𝑔�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋� � 

� 1 � 𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘  𝑔𝑔�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� �  2𝑘𝑘

1 � 𝑘𝑘  ℎ�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 

= 𝑔𝑔 𝑔𝑔𝑔 ��𝑥𝑥𝑥 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋� � 

� 1 � 𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘  𝑔𝑔 𝑔𝑔𝑔 ��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� �  2𝑘𝑘

1 � 𝑘𝑘  ℎ ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 

= 𝑔𝑔 � 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋�
ℝ�

𝑑𝑑𝑥𝑥 � 1 � 𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘 𝑔𝑔 � 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�

ℝ�
 𝑑𝑑𝑥𝑥 � 

� 2𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘 ℎ � 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�

ℝ�
 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑    2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋

2𝑎𝑎 � 1 � 𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘 ⋅ 𝑔𝑔 𝑔 𝑦𝑦

2𝑎𝑎 � 2𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘 ⋅ ℎ ⋅ 𝑦𝑦

2𝑎𝑎 = 

= 𝑘𝑘�ℎ � 𝑔𝑔�
𝑎𝑎�1 � 𝑘𝑘� 𝜋𝜋 � 𝑔𝑔𝑥 

𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = ℎ ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� �  

� 𝑘𝑘 � 1
1 � 𝑘𝑘  ℎ ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋� �  2

1 � 𝑘𝑘  𝑔𝑔 𝑔𝑔𝑔 ��𝑥𝑥𝑥 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋� = 

= ℎ ⋅ 𝑦𝑦
2𝑎𝑎 � 𝑘𝑘 � 1

𝑘𝑘 � 1 ⋅ ℎ ⋅ 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋
2𝑎𝑎 � 2

1 � 𝑘𝑘 ⋅ 𝑔𝑔 𝑔 2𝑎𝑎 � 𝜋𝜋
2𝑎𝑎 == ℎ � 𝑘𝑘

𝑎𝑎�1 � 𝑘𝑘� 𝜋𝜋 � ℎ𝑘𝑘 � 2𝑔𝑔 � ℎ
1 � 𝑘𝑘 . 

Это решение можно интерпретировать как установившуюся температуру 
стержня с теплоизолированной боковой поверхностью, две половины которого 
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имеют разные коэффициенты теплопроводности 𝑘𝑘� и 𝑘𝑘� �𝑘𝑘 𝑔 𝑘𝑘�/𝑘𝑘��, а концы 
стержня поддерживаются при постоянной температуре: левый конец стержня 
поддерживается при температуре 𝑔𝑔, а правый – при температуре ℎ (см. рис. 1). 

 

 
Рис. 1 / Fig. 1 Установившаяся температура в кусочно-однородном стержне с теплоизо-
лированной боковой поверхностью. Левый конец стержня поддерживается при темпе-
ратуре 𝑔𝑔 𝑔 𝑔, а правый – при температуре ℎ = 3, отношение коэффициентов теплопро-
водности 𝑘𝑘 𝑘𝑘  / Steady-state temperature in a piecewise homogeneous rod with a thermally 
insulated lateral surface. The left end of the rod is maintained at a temperature 𝑔𝑔 𝑔 𝑔, and the 
right end is maintained at a temperature ℎ = 3, and the ratio of thermal conductivity coeffi-

cients is 𝑘𝑘 𝑘𝑘  
Источник: составлено авторами 

 
Пример 2. 𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝑛 �𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� ∈ ℝ�, 𝑔𝑔�𝑥𝑥� = 𝜃𝜃�𝑥𝑥�, ℎ�𝑥𝑥� = 0.  
Здесь 𝜃𝜃�𝑥𝑥� � функция Хевисайда. 
Решение получаем по формулам (19), (20). 

𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝑔𝑔�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑛 2𝑎𝑎 � 𝑥𝑥� � 

� 𝑔 � 𝑘𝑘
𝑔 � 𝑘𝑘  𝑔𝑔�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� �  2𝑘𝑘

𝑔 � 𝑘𝑘  ℎ�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 

= 𝜃𝜃�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑛 2𝑎𝑎 � 𝑥𝑥� �  𝑔 � 𝑘𝑘
𝑔 � 𝑘𝑘  𝜃𝜃�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 

= 1
4𝑎𝑎 sin �𝜋𝜋𝜋𝜋

2𝑎𝑎� � 𝑑𝑑𝑑𝑑
ch�𝜋𝜋�𝑥𝑥 � 𝑑𝑑�/2𝑎𝑎� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�

�

�
� 

� �𝑔 � 𝑘𝑘
𝑔 � 𝑘𝑘� 1

4𝑎𝑎 sin �𝜋𝜋𝜋𝜋
2𝑎𝑎� � 𝑑𝑑𝑑𝑑

ch�𝜋𝜋�𝑥𝑥 � 𝑑𝑑�/2𝑎𝑎� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�
�

�
= 
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= 1
2 � 𝑦𝑦

4𝑎𝑎 � 1
𝜋𝜋  ��ctg �t� �𝜋𝜋𝜋𝜋

4𝑎𝑎� ctg �𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝑎𝑎�� � 

� 1 � 𝑘𝑘
1 � 𝑘𝑘  � 𝑦𝑦

4𝑎𝑎 � 1
𝜋𝜋 ��ctg �t� �𝜋𝜋𝜋𝜋

4𝑎𝑎� tg �𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝑎𝑎��� 𝑥 0 � 𝑦𝑦 � 𝑎𝑎𝑥 

𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = ℎ�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� �  

� 𝑘𝑘 � 1
1 � 𝑘𝑘  ℎ�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝜋𝜋𝑥 2𝑎𝑎 � 𝑦𝑦� �  2

1 � 𝑘𝑘  𝑔𝑔�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝜋𝜋𝑥 2𝑎𝑎 � 𝑦𝑦� = 

= 2
1 � 𝑘𝑘  𝜃𝜃�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝜋𝜋𝑥 2𝑎𝑎 � 𝑦𝑦� = 

= 2
1 � 𝑘𝑘 �1

2 � 𝑦𝑦
4𝑎𝑎 � 1

𝜋𝜋  ��ctg �t� �𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝑎𝑎� ctg �𝜋𝜋𝜋𝜋

4𝑎𝑎��� 𝑥   𝑎𝑎 � 𝑦𝑦 � 2𝑎𝑎. 

Это решение можно интерпретировать как установившуюся температуру по-
лосы с теплоизолированной боковой поверхностью, состоящей из двух полос 
равной ширины, которые имеют разные коэффициенты теплопроводности 
𝑘𝑘� и 𝑘𝑘� �𝑘𝑘 = 𝑘𝑘�/𝑘𝑘��, а нижняя и верхняя грани полосы поддерживаются при 
разной температуре: нижняя грань полосы поддерживается при температуре 
𝑔𝑔 = 𝜃𝜃�𝜋𝜋�, а верхняя – при температуре ℎ = 0 (см. рис. 2). 

 

 
Рис.  2 / Fig. 2 Установившаяся температура в кусочно-однородной полосе с теплоизо-
лированной боковой поверхностью. Нижняя грань полосы поддерживается при темпе-
ратуре 𝑔𝑔 = 𝜃𝜃�𝜋𝜋�, а верхняя – при температуре ℎ = 0. Отношение коэффициентов теп-
лопроводности 𝑘𝑘 𝑘 𝑘 / Steady-state temperature in a piecewise homogeneous strip with a 
thermally insulated side surface. The lower edge of the strip is maintained at a temperature 

𝑔𝑔 = 𝜃𝜃�𝜋𝜋�, and the upper one is maintained at a temperature ℎ = 0. The ratio of thermal con-
ductivity coefficients is 𝑘𝑘 𝑘 𝑘 

Источник: составлено авторами 
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Пример 3. 𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛 �𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = �𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�,𝑦𝑦 � ∈ ℝ�, 𝑔𝑔�𝑥𝑥� = 𝛿𝛿�𝑥𝑥�, ℎ�𝑥𝑥� = 0. 
Здесь 𝛿𝛿�𝑥𝑥� � дельта-функция Дирака. 

𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 𝛿𝛿�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑛 𝑛𝑦𝑦 � 𝑥𝑥� �  � � 𝑘𝑘
� � 𝑘𝑘  𝛿𝛿�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 

= 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑛 𝑛𝑦𝑦 � 𝑥𝑥� �  � � 𝑘𝑘
� � 𝑘𝑘  𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦 

𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = 2
� � 𝑘𝑘  𝛿𝛿�𝑥𝑥� ∗ 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑛 𝑛𝑦𝑦 � 𝑥𝑥� = 2

� � 𝑘𝑘  𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑛 𝑛𝑦𝑦 � 𝑥𝑥�, 
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎     

Для вычисления 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� и 𝑙𝑙��𝑥𝑥𝑛 𝑛𝑦𝑦 � 𝑥𝑥� можно использовать формулы (24)–
(27). Например, используя формулу (25), получим 

𝑢𝑢�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� = sin�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�
8𝑎𝑎�  � sh�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�

√𝑡𝑡� � �� �ch�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋���

� 

�
𝑑𝑑𝜋𝜋 � 

� � � 𝑘𝑘
� � 𝑘𝑘

sin�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�
8𝑎𝑎�  � sh�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�

√𝑡𝑡� � �� �ch�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� ���

� 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑣𝑣�𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥� =

= 2
� � 𝑘𝑘

sin�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�
8𝑎𝑎�  � sh�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�

√𝑡𝑡� � �� �ch�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋� � c�s�𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋���

� 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

Это решение можно интерпретировать как установившуюся температуру 
трёхмерного кусочно-однородного слоя, состоящего из двух слоёв равной тол-
щины, которые имеют разные коэффициенты теплопроводности 𝑘𝑘� и 𝑘𝑘� �𝑘𝑘 𝑛
𝑘𝑘�/𝑘𝑘��. Верхняя граница слоя поддерживается при постоянной температуре 
ℎ = 0, на нижней границе действует точечный источник тепла единичной 
мощности (см. рис. 3). 
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Рис. 3 / Fig. 3 Установившаяся температура в кусочно-однородном слое в его осевом 
сечении 0 < 𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟𝑟𝑟 Верхняя граница слоя поддерживаются при посто-

янной температуре ℎ = 0, на нижней границе действует точечный источник тепла 
мощности 𝑄𝑄 𝑄𝑄𝑄  Отношение коэффициентов теплопроводности 𝑘𝑘 𝑘𝑘  / Steady-state 

temperature in a piecewise homogeneous layer in its axial section  0 < 𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟𝑟𝑟 
The upper boundary of the layer is maintained at a constant temperature ℎ = 0, and at the 
lower boundary there is a point source of heat with power 𝑄𝑄 𝑄𝑄𝑄  The ratio of thermal con-

ductivity coefficients is 𝑘𝑘 𝑘𝑘  
Источник: составлено авторами 

 
Заключение 

Получены точные решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа в кусоч-
но-однородном многомерном слое с условиями сопряжения четвёртого рода. В 
случае, когда заданные на границе слоя функции являются функциями медлен-
ного роста, решения задачи записываются интегральными формулами. 

 
Статья поступила в редакцию 08.08.2022 г. 
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