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Аннотация 
Цель: теоретическое моделирование оптических характеристик полупроводникового 
нанослоя, расположенного между двумя диэлектрическими средами. 
Процедура и методы. Используется квантовая теория явлений переноса, заключающаяся 
в нахождении матричных элементов оператора плотности решением уравнения Лиувилля. 
Поверхностное рассеяние носителей заряда учитывается через граничные условия Соф-
фера. 
Результаты. Получены аналитические выражения для оптических коэффициентов как 
функций толщины нанослоя, частоты и угла падения электромагнитной волны, диэлек-
трических проницаемостей сред, химического потенциала и параметров шероховатости 
поверхностей. Проведён анализ зависимостей оптических коэффициентов от вышена-
званных параметров для предельных случаев вырожденного и невырожденного элек-
тронного газа. Показано, что при полном внутреннем отражении амплитуды осцилляций 
зависимостей коэффициентов отражения и поглощения от толщины становятся срав-
нимы. 
Практическая значимость результатов заключается в их использовании для создания 
слоистых наноструктур, нанопокрытий с заданными оптическими характеристиками. 
Ключевые слова: нанослой, оптические коэффициенты, уравнение Лиувилля, длина 
волны де Бройля, модель Соффера 
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Abstract 
Aim. The purpose of the paper is to theoretically simulate optical characteristics of a semicon-
ductor nanolayer sandwiched between two dielectric media. 
Methodology. The quantum theory of transport phenomena is used, which consists in finding 
the density operator matrix elements by solving the Liouville equation. The surface scattering of 
charge carriers is taken into account through the Soffer boundary conditions. 
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Results. Analytical expressions are derived for the optical coefficients as functions of the 
nanolayer thickness, the electromagnetic wave frequency and incidence angle, the media die-
lectric constants, the chemical potential, and the surface roughness parameters. The depend-
ences of optical coefficients on the above parameters are analyzed for the limiting cases of a 
degenerate and nondegenerate electron gas. It is shown that for total internal reflection, the 
oscillation amplitudes of the dependences of reflection and absorption coefficients on the thick-
ness become comparable. 
Research implications. The obtained results can be used for producing layered nanostructures 
and nanocoatings with specified optical characteristics. 
Keywords: nanolayer, optical coefficients, Liouville equation, de Broglie wavelength, Soffer 
model 

 
Введение 

В последнее десятилетие слоистые наноструктуры находят всё большее при-
менение в различных областях наноэлектроники и солнечной энергетики. Ак-
тивно ведутся разработки по использованию многослойных покрытий для улуч-
шения параметров оптических приборов и увеличения энергоэффективности 
солнечных элементов [2; 6; 17]. Наблюдается тенденция к уменьшению характер-
ного размера наноструктур. Современные технологии достигли такого уровня 
развития, что позволяют создавать нанослои толщиной порядка атомарной. В 
этом случае для адекватного теоретического описания оптических характери-
стик необходимо рассматривать систему носителей заряда как квантовую. Отме-
тим, что при толщинах порядка длины волны де Бройля носителей заряда на яв-
ления переноса существенным образом оказывает влияние шероховатость по-
верхности. Таким образом, широкий интерес у исследователей вызывает теоре-
тическое изучение явлений переноса в нанослоях с учётом квантования энерге-
тического спектра носителей заряда и поверхностного рассеяния.  

В настоящее время достаточно хорошо изучен вопрос об учёте поверхност-
ного рассеяния носителей заряда для решения задач об электропроводности и 
взаимодействии электромагнитного излучения с тонким проводящим слоем в 
квазиклассическом приближении. Опубликовано большое количество работ по 
данной тематике [3; 9; 10;13; 15; 22]. Теоретическое изучение явлений переноса с 
учётом квантования энергетического спектра носителей заряда проводятся с се-
редины XX века. В работах [8; 11; 18] обосновываются причины и условия воз-
никновения квантового размерного эффекта и рассматриваются возможные фи-
зические явления (туннельный эффект, гальваномагнитные эффекты в слабом и 
сильном магнитном полях и т. д.).  

Вопрос об учёте поверхностного рассеяния для решения квантовых задач пока 
ещё слабо изучен. Авторы некоторых работ использовали различные методы, 
позволяющие учесть шероховатость поверхности. В работах [14; 20; 21] был при-
менён метод функций Грина, в котором задача о нахождении волновых функций 
в квантовой яме сводилась к определению функции Грина решением уравнения 
Дайсона. В других источниках [12; 19] производился непосредственный расчёт 
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вероятности перехода носителя заряда в результате процессов рассеяния с учё-
том различных корреляционных функций, описывающих профиль неровности 
поверхности. В работе [16] был отмечен недостаток вышеописанных способов 
учёта неровности поверхности: с увеличением шероховатости поверхности ам-
плитуда осцилляций зависимостей проводимости от толщины не уменьшается. 
Это противоречит рассуждениям, приведённым в работе [8], согласно которым 
квантовый размерный эффект должен проявляться в образцах с относительно 
гладкой поверхностью. В работах [4; 16] использован метод решения, согласно 
которому поверхностное рассеяние носителей заряда учитывается через гранич-
ные условия Соффера [23], накладываемые на уравнение Лиувилля. 

Задачи о взаимодействии электромагнитного изучения с проводящим нано-
слоем с учётом квантования энергетического спектра носителей заряда и поверх-
ностного рассеяния пока ещё не рассматривались в известной научной литера-
туре. В некоторых работах производился учёт эффекта размерного квантования 
для решения задач о взаимодействии электромагнитного излучения с металли-
ческой плёнкой [7; 24]. Авторы этих работ ограничивались случаем гладкой по-
верхности и не использовался строгий математический расчёт, основанный на 
решении квантового уравнения Лиувилля. 

Отметим, что ситуация, когда можно было бы использовать модель нанослоя 
в вакууме или среде с единичной диэлектрической проницаемостью, практиче-
ски не реализуется на практике. Чаще всего используются слоистые нанострук-
туры на основе гетеропереходов или представляющие собой нанослои, покры-
тые защитными диэлектрическими слоями.  

В настоящей работе решена задача о взаимодействии электромагнитной Н-
волны с полупроводниковым нанослоем, расположенным между двумя диэлек-
трическими средами. Считается, что среды являются немагнитными. Диапазон 
частот электромагнитного излучения ограничен сверху частотой плазменного 
резонанса. Электромагнитная волна является слабой, поэтому эффекты, связан-
ные с квантовой природой электромагнитного излучения, не учитываются. В 
этом случае поведение электромагнитной волны может быть описано уравнени-
ями Максвелла. Задача решается методом, аналогичным описанному в работах 
[4; 16], согласно которому поверхностное рассеяние носителей заряда учитыва-
ется через граничные условия Соффера.  

 
1. Постановка задачи 

Рассмотрим нанослой, изготовленный из примесного полупроводника n- или 
p-типа проводимости и расположенный между двумя диэлектрическими сре-
дами с диэлектрическими проницаемостями 𝜀𝜀� и 𝜀𝜀� (рис. 1). На нанослой со сто-
роны первой среды падает плоская монохроматическая электромагнитная 
волна. Рассматривается случай Н-волны, т. е. предполагается, что вектор напря-
жённости магнитного поля лежит в плоскости падения.  
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Рис. 1 / Fig 1. Полупроводниковый нанослой в поле плоской монохроматической 

электромагнитной волны / Semiconductor nanolayer in the field of a plane monochromatic 
electromagnetic wave. 

Источник: составлено авторами 
 
Компоненты векторов напряжённостей электрического и магнитного поля 

изменяются следующим образом: 

�
𝐸𝐸�(𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦) = 𝐸𝐸��(𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒�𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐻𝐻�(𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦) = 𝐻𝐻��(𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒�𝑦𝑦𝑦𝑦
𝐻𝐻�(𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦) = 𝐻𝐻��(𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑦𝑦 𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒�𝑦𝑦�𝑦

(1) 

где 𝜔𝜔 – частота электромагнитной волны. 
Поведение электромагнитной волны в полупроводниковом нанослое описы-

вается системой уравнений Максвелла [5]: 

�
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 𝑟𝑟 1𝑐𝑐

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ;

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟   4𝜋𝜋
𝑐𝑐 𝑗𝑗 + 1

𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 .

(2) 

Учитывая (1) и используя (2), получим следующую систему уравнений: 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖��;

𝜕𝜕𝜕𝜕��
𝜕𝜕𝜕𝜕 −𝑖𝑖𝑖𝑖 (1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠� 𝜃𝜃)𝐸𝐸�� = −4𝜋𝜋𝑐𝑐 𝑗𝑗.

(3) 

Здесь 𝑘𝑘 – модуль волнового вектора, 𝜃𝜃 – угол падения электромагнитной 
волны, 𝑐𝑐 – скорость света в вакууме, 𝑗𝑗 – плотность тока, индуцируемого электро-
магнитной волной. 

Система (3) определяет связь между компонентами напряжённости электри-
ческого и магнитного полей и плотностью тока в нанослое. Решение задачи сво-
дится к нахождению плотности тока, которая позволит с помощью системы (3) 
определить поверхностные импедансы и оптические коэффициенты. 
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В настоящей работе предполагается, что толщина полупроводникового нано-
слоя сравнима или меньше длины волны де Бройля носителей заряда. Газ сво-
бодных носителей необходимо рассматривать как квазидвумерный газ, заклю-
чённый в прямоугольную потенциальную яму с бесконечно высокими стенками.  

Энергетический спектр носителей заряда будет представлять собой систему из 
чередующихся энергетических подзон. В случае сферической зонной структуры 
выражение для полной энергии электрона (дырки) имеет следующий вид: 

𝜀𝜀� =
𝑚𝑚
2 �𝑣𝑣�

� + 𝑣𝑣��� + 𝜀𝜀��, (4) 

где 𝜀𝜀�� = (𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋)�/(2𝑚𝑚𝑚𝑚�) – собственное значение энергии носителя заряда на 
l-й подзоне, 𝑚𝑚 – эффективная масса электрона (дырки), ℏ – постоянная Планка, 
𝑎𝑎 – толщина слоя. 

Согласно квантовой теории явлений переноса, система носителей заряда ха-
рактеризуется оператором плотности [1]: 

𝜌𝜌�(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧∥, 𝑡𝑡) =�𝑊𝑊��𝜓𝜓�(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧∥, 𝑡𝑡)��𝜓𝜓�(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧∥, 𝑡𝑡)�
�

, (5) 

где 𝜓𝜓� – волновая функция системы носителей заряда, 𝑊𝑊� – статистический вес, 
характеризующий вероятность того, что система носителей находится в состоя-
нии 𝜓𝜓�, 𝒌𝒌∥ – продольная компонента волнового вектора. 

В случае малого отклонения системы носителей заряда от равновесного состо-
яния, оператор плотности можно представить как сумму равновесного опера-
тора 𝜌𝜌�(�) и неравновесной поправки 𝜌𝜌�(�), умноженной на осциллирующий мно-
житель: 

𝜌𝜌�(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧∥, 𝑡𝑡) = 𝜌𝜌�(�) + 𝜌𝜌�(�)(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧∥) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) ; (6) 

𝜌𝜌�(�) = 1
1 + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(�𝐻𝐻�� − ��/��𝑇𝑇𝑇

; (7) 

где 𝐻𝐻�� – гамильтониан равновесной системы, μ – химический потенциал, k0 – по-
стоянная Больцмана, T – температура. 

Оператор плотности подчиняется уравнению Лиувилля: 

𝑖𝑖𝑖 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕 = �𝐻𝐻�, 𝜌𝜌��; (8) 

где 𝐻𝐻� – гамильтониан системы, ℏ – постоянная Планка. 
В случае малого отклонения от состояния равновесия, оператор 𝐻𝐻� можно 

представить в виде суммы равновесного оператора 𝐻𝐻�� и неравновесной по-
правки 𝑉𝑉� . Тогда уравнение для диагональных матричных элементов оператора 
плотности в базисе собственных состояний 𝜌𝜌��  (𝑓𝑓�) имеет вид [1]: 

𝜕𝜕𝑓𝑓�
𝜕𝜕𝜕𝜕 = − 𝑖𝑖

ℏ��𝑉𝑉��(𝑡𝑡)𝜌𝜌�� − 𝜌𝜌��𝑉𝑉��(𝑡𝑡)�
�

. (9) 
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В выражении (9) роль диагональных элементов матрицы плотности 𝜌𝜌��  играет 
функция распределения носителей заряда на l-й подзоне 𝑓𝑓�. Для этой функции 
справедливо разложение, аналогичное (6) – (7): 

𝑓𝑓�(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧∥, 𝑡𝑡) = 𝑓𝑓�
(�) + 𝑓𝑓�

(�)(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧∥) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) ; (10) 

𝑓𝑓�
(�) = 1

1 + 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜀𝜀� − 𝜇𝜇)/𝑘𝑘�𝑇𝑇𝑇. (11) 

Отметим, что правое слагаемое в (9) содержит матричные элементы потенци-
ала рассеяния носителей заряда 𝑉𝑉� , это слагаемое является аналогом интеграла 
столкновений в квазиклассической теории. В работе [16] показано, что правое слага-
емое можно представить через время релаксации 𝜏𝜏: 

− 𝑖𝑖
ℏ ��𝑉𝑉��(𝑡𝑡)𝜌𝜌�� − 𝜌𝜌��𝑉𝑉��(𝑡𝑡)�

�
= − 𝑓𝑓� − 𝑓𝑓�

(�)

𝜏𝜏 . (12) 

Левое слагаемое содержит информацию об изменении функции 𝑓𝑓� в резуль-
тате действия внешних полей. Её вывод аналогичен работе [16], только добавля-
ется слагаемое, возникающее в результате дифференцирования функции 𝑓𝑓� (10) 
по времени: 

𝜕𝜕𝑓𝑓�
𝜕𝜕𝜕𝜕 = −𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓� + 𝜐𝜐��

𝜕𝜕𝑓𝑓�
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑒𝑒𝑒𝑒

ℏ
𝜕𝜕𝑓𝑓�
𝜕𝜕𝜕𝜕∥

, (13) 

где 𝑒𝑒 – заряд электрона (дырки). 
Подставляя (12) и (13) в выражение (9) и учитывая разложение (10), получим 

окончательное уравнение, которое будет использовано для решения задачи: 

𝜈𝜈𝑓𝑓�
(�) + 𝜐𝜐��

𝜕𝜕𝑓𝑓�
(�)

𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑒𝑒𝑒𝑒
ℏ

𝜕𝜕𝑓𝑓�
(�)

𝜕𝜕𝜕𝜕∥
= 0, (14) 

где 𝜈𝜈 𝜈𝜈𝜈 �� − 𝑖𝑖𝑖𝑖 – комплексная частота рассеяния. 𝜐𝜐��   – перпендикулярная ком-
понента скорости движения носителя заряда на -й подзоне. 

В качестве граничных условий используется модель Соффера. учитывающая 
зависимость коэффициентов зеркальности границ 𝑞𝑞�𝑧� от параметров шерохова-
тости 𝑔𝑔�𝑧� и угла между вектором скорости носителя заряда и нормалью к по-
верхности 𝜗𝜗: 

�𝑓𝑓�
(�)� = 𝑞𝑞�(𝑔𝑔�, 𝜗𝜗)𝑓𝑓�

(�)� при 𝑧𝑧 𝑧𝑧𝑧
𝑓𝑓�

(�)� = 𝑞𝑞�(𝑔𝑔�, 𝜗𝜗)𝑓𝑓�
(�)� при 𝑧𝑧 𝑧 𝑧𝑧𝑧 (15) 

𝑞𝑞�𝑧��𝑔𝑔�𝑧�𝑧 𝜗𝜗� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �−���𝑔𝑔�𝑧� ��� 𝜗𝜗��� ; (16) 

𝑔𝑔�𝑧� = 𝑔𝑔��𝑧�/𝜆𝜆�; (17) 
где 𝑓𝑓�

(�)± – соответственно функции распределения электронов (дырок) у кото-
рых z-компонента волнового вектора положительна и отрицательна, 𝑔𝑔��𝑧� – со-
ответственно среднеквадратичная высота поверхностного рельефа верхней и 
нижней поверхности, 𝜆𝜆� – длина волны де Бройля носителей заряда.  
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Найденная функция распределения позволяет рассчитать плотность тока, ин-
дуцируемого электромагнитной волной, и интегральную проводимость по фор-
мулам [4; 16]: 

𝑗𝑗� = 2𝑒𝑒 �𝑚𝑚
ℎ �

�
𝑣𝑣� � � � 𝑣𝑣� �𝑓𝑓�

(�)� + 𝑓𝑓�
(�)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑�

�

��

�

���
; (18) 

𝜎𝜎� = � 𝑗𝑗�
𝐸𝐸�

𝑑𝑑𝑑𝑑
�

�
; (19) 

где 𝑣𝑣� – поперечная компонента скорости носителя заряда на первом энергети-
ческом уровне. 

 
2. Математические расчёты 

Решая уравнение (14) с учётом граничных условий (15) и подставляя получен-
ные выражения для функций 𝑓𝑓�

(�)± в (18) и (19), получим выражение для инте-
гральной проводимости: 

𝜎𝜎� = 2𝜋𝜋𝜋𝜋�𝜐𝜐�𝑎𝑎
𝜈𝜈𝜈𝜈�𝑇𝑇 �𝑚𝑚

ℎ �
�

�2𝑘𝑘�𝑇𝑇
𝑚𝑚 �

�
� �𝑠𝑠 �𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝜇𝜇 𝜇 𝜇𝜇��

𝑘𝑘�𝑇𝑇 � + 1� �1 𝜇 𝜒𝜒(𝛺𝛺�)�
�

���
; (20) 

𝜒𝜒(𝛺𝛺�) = 1
2𝛺𝛺�

(1 − 𝑒𝑒���) 2 − 𝑞𝑞� − 𝑞𝑞� + (𝑞𝑞� + 𝑞𝑞� − 2𝑞𝑞�𝑞𝑞�)𝑒𝑒���

1 − 𝑞𝑞�𝑞𝑞�𝑒𝑒���� ; (21) 

𝛺𝛺� = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎��. (22) 
В работе [25] при решении задач о взаимодействии электромагнитной Н-

волны с тонкой металлической плёнкой между двумя диэлектрическими сре-
дами была получена связь между оптическими коэффициентами и интегральной 
проводимостью: 

𝑇𝑇 = ��𝜇𝜇�� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠� 𝜃𝜃 (𝑝̅𝑝 + 𝑝𝑝�𝑝𝑝�) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  (𝑝̅𝑝 −𝑝𝑝 �𝑝𝑝�)
�𝜇𝜇�� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠� 𝜃𝜃 (1 + 𝑝̅𝑝) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  (1 −𝑝𝑝 ) �

�
; (23) 

𝑇𝑇 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇   𝑇𝑇𝑇𝑇 ��𝜀𝜀�� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠� 𝜃𝜃� � 𝑝𝑝� −𝑝𝑝 �
�𝜇𝜇�� − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠� 𝜃𝜃 (1 + 𝑝̅𝑝) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  (1 −𝑝𝑝 )�

�
; (24) 

𝐴𝐴 = 1 −𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅    (25) 

𝑝̅𝑝 = 𝑝𝑝� + 𝑝𝑝�
2 ; 𝜀𝜀�� = 𝜀𝜀�

𝜀𝜀�
;  𝑝𝑝� = −1; 𝑝𝑝� = √𝜀𝜀� − 𝐵𝐵

√𝜀𝜀� + 𝐵𝐵 ; (26) 

𝐵𝐵 𝐵 2𝜋𝜋𝜋𝜋�
𝑐𝑐 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 . (27) 
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Подставляя выражение для интегральной проводимости (20), полученной с 
учётом квантования энергетического спектра носителей заряда, в (27), получим 
следующее выражение для функции 𝐵𝐵, которая входит в оптические коэффици-
енты: 

𝐵𝐵 𝐵 4𝜋𝜋�𝑒𝑒�𝜐𝜐�𝑎𝑎
𝜈𝜈𝜈𝜈�𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑇𝑇 �𝑚𝑚

ℎ �
�

�2𝑘𝑘�𝑇𝑇
𝑚𝑚 �

�
� 𝑙𝑙𝑛𝑛 �𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �𝜇𝜇 𝜇 𝜇𝜇��

𝑘𝑘�𝑇𝑇 � + 1� �1 𝜇 𝜒𝜒(𝛺𝛺�)�
�

���
. (28) 

Введём следующие безразмерные параметры: 
𝑢𝑢�� = 𝜀𝜀��

𝑘𝑘�𝑇𝑇 ;  𝑢𝑢� = 𝜇𝜇
𝑘𝑘�𝑇𝑇 ;  (29) 

𝑥𝑥� = 𝑎𝑎
𝜆𝜆��

; 𝑥𝑥� = 𝛬𝛬
𝜆𝜆��

; 𝑦𝑦� = 𝜔𝜔𝜔𝜔�; (30) 

𝑧𝑧� = 𝜈𝜈𝜈𝜈� = 𝜏𝜏�
𝜏𝜏 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖� = 𝑣𝑣��

𝑣𝑣�
− 𝑖𝑖𝑖𝑖�; (31) 

𝜌𝜌 𝜌 𝜐𝜐��
𝑐𝑐 ;  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  �𝜏𝜏𝜏 (32) 

где 𝛬𝛬 – длина свободного пробега носителей заряда с учётом объёмного рассея-
ния, 𝜏𝜏� – время свободного пробега носителей заряда в объёмном образце, 𝜔𝜔� – 
плазменная частота. Параметры 𝑥𝑥� и 𝑥𝑥� нормированы на длину волны де Бройля 
носителя заряда 𝜆𝜆��, движущегося с характерной скоростью 𝑣𝑣��, имеющей 
смысл среднеквадратичной скорости движения носителя заряда без учёта кван-
тования энергетического спектра [16]. При выводе выражения для параметра 𝑧𝑧� 
предполагалось, что длина свободного пробега 𝛬𝛬 определяется рассеянием на 
тепловых колебаниях кристаллической решетки и примесях и не зависит от тол-
щины. 𝑣𝑣� – среднеквадратичная скорость носителей заряда в нанослое, опреде-
ляемое следующим выражением: 

𝑛𝑛𝑛𝑛�� = 4 �𝑚𝑚
ℎ �

�
𝑣𝑣�

5
3 � � �(𝑣𝑣||

� + 𝑣𝑣��� )𝑓𝑓�
(�)𝑑𝑑�𝑣𝑣

�

���
, (33) 

где 𝑣𝑣|| – продольная компонента скорости, n – концентрация носителей заряда в 
нанослое. 

Подставляя параметры (29)–(32) в (28), получим следующее выражение для 
функции B: 

𝐵𝐵 𝐵 𝜌𝜌𝜌𝜌��𝑢𝑢��
4𝑥𝑥�𝐼𝐼�𝑧𝑧�

� 𝑙𝑙𝑛𝑛�𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�𝑢𝑢� − 𝑢𝑢��� + 1� �1 𝜇 𝜒𝜒 �2𝑥𝑥��𝑧𝑧�
𝑙𝑙𝑙𝑙�

��
�

���
. (34) 

Здесь введены обозначения: 

𝐼𝐼� = � √𝑢𝑢𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒�𝑢𝑢 𝜇 𝑢𝑢�� + 1 ;

�

�
 (35) 
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𝑢𝑢�� = 𝑚𝑚𝑚𝑚���

2𝑘𝑘�𝑇𝑇.   (36) 

 
3. Предельные случаи 

Рассмотрим случай, когда диэлектрические проницаемости верхнего и ниж-
него слоёв равны единице. Тогда выражения для коэффициентов отражения и 
пропускания принимают простой вид: 

𝑅𝑅 𝑅 �𝑝𝑝� + 𝑝𝑝�
2 �

�
= � 𝐵𝐵

1 + 𝐵𝐵�
�

; (37) 

𝑇𝑇 𝑇 �𝑝𝑝� − 𝑝𝑝�
2 �

�
= � 1

1 + 𝐵𝐵�
�

. (38) 

Перейдём к рассмотрению случаев вырожденного и невырожденного элек-
тронного газа. Вырожденный газ соответствует условию exp 𝑢𝑢� ≫ 1. Равновес-
ная функция распределения принимает вид ступенчатой аппроксимации: 

𝑓𝑓�
(�)(𝜀𝜀�) = �1, 0 < 𝜀𝜀� < 𝜀𝜀�;

0,     𝜀𝜀� > 𝜀𝜀�;  (39) 

где ε�   – энергия Ферми. 
Из выражения для функции распределения (39) следует, что все носители за-

ряда обладают энергией, меньшей энергии Ферми. Следовательно, число запол-
ненных подзон будет конечно и равно: 

𝑁𝑁 𝑁 𝑘𝑘�
𝑘𝑘�

= �𝑘𝑘�
𝑘𝑘�

� = �2𝑥𝑥��, (40) 

где 𝑘𝑘� , 𝑘𝑘� и 𝑘𝑘� – волновое число носителя заряда с энергией Ферми, на самой 
верхней заполненной подзоне и на первой подзоне соответственно. 

В работах [4; 16] показано, что в случае вырожденного Ферми-газа характер-
ные скорости 𝑣𝑣� и 𝑣𝑣�� переходят в скорость Ферми, выражение (35) принимает 
вид: 

𝐼𝐼� ≈ 2
3 𝑢𝑢�

�/�. (41) 

Пренебрегая единицей по сравнению с экспонентой в (34) и учитывая выше-
сказанное, получим выражение для функции B, которая входит в оптические ко-
эффициенты: 

𝐵𝐵 𝐵 3𝜌𝜌𝜌𝜌�

8𝑥𝑥�𝑧𝑧� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐 � �1 − 𝑙𝑙�

4𝑥𝑥��
� �1 − 𝜒𝜒 �2𝑥𝑥��𝑧𝑧�

𝑥𝑥�𝑙𝑙 ��
�

���
. (42) 

Перейдём к случаю невырожденного электронного газа, соответствующему 
условию отрицательного химического потенциала exp�−𝑢𝑢�� ≫ 1. Равновесная 
функция распределения имеет вид: 

𝑓𝑓�
(�)(𝜀𝜀�) = �𝑥𝑥𝑝𝑝�(𝜇𝜇 𝜇𝜇𝜇 �)/𝑘𝑘�𝑇𝑇�. (43) 
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Из (43) следует, что в выражении (35) можно пренебречь единицей по сравне-
нию с экспонентой: 

𝐼𝐼� ≈ � √𝑢𝑢�𝑥𝑥��𝑢𝑢� − 𝑢𝑢��𝑢𝑢
�

�
= √𝜋𝜋

2 �𝑥𝑥��𝑢𝑢�� (44) 

и представить логарифм, входящий в выражение (34), в следующем виде 

𝑙𝑙� ��𝑥𝑥� �𝑢𝑢� −
𝑢𝑢��𝑙𝑙�
4𝑥𝑥��

� � 1� ≈ �𝑥𝑥� �𝑢𝑢� −
𝑢𝑢��𝑙𝑙�
4𝑥𝑥��

�. (45) 

Подставляя (44) и (45) в (34) и полагая, что для невырожденного Ферми-газа 
𝑢𝑢�� ≈ 2,5 [4; 16], получим следующее выражение для функции В: 

𝐵𝐵 𝐵 𝜌𝜌𝜌𝜌�
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐 𝑐𝑐�𝑧𝑧�

� 5
2𝜋𝜋��𝑥𝑥� �− 5𝑙𝑙�

8𝑥𝑥��
� �1 − 𝜒𝜒�2𝑥𝑥�

�𝑧𝑧�
𝑥𝑥�𝑙𝑙 ��

�

���
. (46) 

Рассмотрим квазиклассический случай, при котором толщина нанослоя 
много больше длины волны де Бройля носителей заряда и сравнима с их длиной 
свободного пробега (𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎�, 𝑎𝑎 𝑎 𝑎). Заменяя в выражении (46) суммирование 
по дискретному параметру 𝑢𝑢��  интегрированием по непрерывному параметру 
𝑢𝑢�, получим следующее выражение для B: 

𝐵𝐵 𝐵 𝜌𝜌𝜌𝜌�
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑐𝑐

𝑥𝑥�
𝑥𝑥�𝑧𝑧� �1 −

1
2𝐼𝐼� �

𝑙𝑙���𝑥𝑥��𝑢𝑢� − 𝑢𝑢�� � 1�
√𝑢𝑢�

𝜒𝜒 ��𝑢𝑢��𝑥𝑥�𝑧𝑧�𝑥𝑥�√𝑢𝑢�
��𝑢𝑢�

�

�
�. (47) 

В случае вырожденного электронного газа выражение (47) согласуется с результа-
том работы [9]. 

 
4. Анализ полученных результатов 

Отметим, что теоретическая модель построена в случае разных диэлектриче-
ских проницаемостей верхней и нижней среды. Следовательно, можно подо-
брать такие значения диэлектрических проницаемостей, чтобы при определён-
ных углах падения электромагнитной волны реализовался случай полного внут-
реннего отражения. Особый теоретический интерес представляет изучение по-
ведения зависимостей оптических коэффициентов от безразмерных параметров 
при наличии и отсутствии полного внутреннего отражения. 
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Рис. 2 / Fig. 2. Зависимости коэффициента поглощения А от безразмерной толщины 𝑥𝑥� 
для невырожденного электронного газа при значениях 𝑥𝑥� = 8, 𝑔𝑔� = 0,05, 𝑔𝑔� = 0,2, 𝜀𝜀� =
10, 𝜀𝜀� = 5, 𝜌𝜌 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 , 𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠 . Сплошные кривые 1–3 построены при угле падения 

41,5�, пунктирные кривые 4–6 – при угле падения 45,5�: 1, 4 – 𝑦𝑦� = 7; 2, 5 – 𝑦𝑦� = 12; 3, 
6 – 𝑦𝑦� = 2 / Dependences of the absorption coefficient A on the non-dimensional thickness 
𝑥𝑥� for the case of a non-degenerate electron gas at 𝑥𝑥� = 8, 𝑔𝑔� = 0.05, 𝑔𝑔� = 0.2, 𝜀𝜀� = 10, 
𝜀𝜀� = 5, 𝜌𝜌 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 , and 𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠 . Solid curves 1–3 are plotted for the incidence angle of 

41.5�, and dashed curves 4–6 are plotted for the incidence angle of 45.5�: (1, 4) 𝑦𝑦� = 7; (2, 5) 
𝑦𝑦� = 12; (3, 6) 𝑦𝑦� = 2. 

Источник: составлено авторами 
 
На рис. 2 построены зависимости коэффициентов поглощения от безразмер-

ной толщины. Зависимости построены для случая невырожденного электрон-
ного газа, сплошные кривые построены в отсутствии полного внутреннего отра-
жения, а пунктирные кривые – при наличии. Из рис. 2 следует, что при наличии 
и отсутствии полного внутреннего отражения коэффициент поглощения ведёт 
себя практически схожим образом, изменяется только его абсолютное значение. 
На рисунке видно, что с изменением безразмерной толщины слоя коэффициент 
поглощения осциллирует, период осцилляций убывает с увеличением частоты 
электромагнитной волны.  
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Рис. 3 / Fig. 3. Зависимости коэффициента отражения R от безразмерной толщины 𝑥𝑥� 
при значениях угла падения электромагнитной волны 41,5� (a), 45,5� (b) и значениях 
𝑥𝑥� = 8, 𝑔𝑔� = 0,05, 𝑔𝑔� = 0,2, 𝜀𝜀� = 10, 𝜀𝜀� = 5, 𝜌𝜌 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 , 𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠 . Сплошные кривые по-
строены для случая вырожденного электронного газа, пунктирные кривые – для случая 

невырожденного электронного газа. 1, 4 – 𝑦𝑦� = 7; 2, 5 – 𝑦𝑦� = 12; 3, 6 – 𝑦𝑦� = 20 / De-
pendences of the reflection coefficient R on the non-dimensional thickness 𝑥𝑥� for the wave 

incidence angle of (a) 41.5� and (b) 45.5� at 𝑥𝑥� = 8, 𝑔𝑔� = 0.05, 𝑔𝑔� = 0.2, 𝜀𝜀� = 10, 𝜀𝜀� = 5, 
𝜌𝜌 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 , 𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠 . Solid curves 1–3 are plotted for the case of a degenerate electron gas, 
and dashed curves 4–6 are plotted for the case of a non-degenerate gas: (1, 4) 𝑦𝑦� = 7; (2, 5) 

𝑦𝑦� = 12; (3, 6) 𝑦𝑦� = 2 
Источник: составлено авторами 
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На рис. 3 изображены зависимости коэффициента отражения от безразмер-
ной толщины. Рис. 3а построен при угле падения, меньшем угла полного внут-
реннего отражения, а рис. 3b – большем. Сплошные кривые соответствуют слу-
чаю вырожденного электронного газа, а пунктирные кривые – случаю невырож-
денного газа. На рисунках показано, что в отсутствии полного внутреннего от-
ражения при значении 𝑥𝑥�, большем 1,2, коэффициент отражения практически 
не осциллирует, а монотонно убывает с уменьшением толщины нанослоя и ча-
стоты электромагнитной волны. Убывающую зависимость коэффициента отра-
жения от толщины можно объяснить уменьшением числа разрешённых энерге-
тических состояний, которые могут быть заняты носителями заряда при пере-
ходе из валентной зоны в зону проводимости. В результате уменьшается концен-
трация носителей заряда, формирующих вторичную отражённую волну. Умень-
шение коэффициента отражения с ростом частоты связано с уменьшением от-
клика формирующих отражённую волну носителей заряда на внешнее излуче-
ние. При наличии полного внутреннего отражения поведение зависимостей ко-
эффициента отражения от толщины кардинальным образом меняется: коэффи-
циент отражения, наоборот, растёт с увеличением частоты и сильно осцилли-
рует. Заметим, что амплитуды осцилляций зависимостей коэффициента отраже-
ния и поглощения от толщины, построенных на рис. 2 и 3b, сравнимые. В случае 
вырожденного электронного газа осцилляции более ярко выражены, чем в слу-
чае невырожденного газа. Изменение поведения зависимости коэффициента от-
ражения от толщины при наличии полного внутреннего отражения можно объ-
яснить тем, что электромагнитная волна не проходит через нанослой, и вся энер-
гия электромагнитной волны после поглощения передаётся отражённой волне. 
Отметим, что рис. 3а построен при угле падения, близком к углу полного внут-
реннего отражения. При 𝑥𝑥� < 1,2 зависимость коэффициента отражения от тол-
щины на рис. 3а ведёт себя аналогично рис. 3b. Вероятнее всего, это связано с 
тем, что в достаточно тонких слоях эффект полного внутреннего отражения мо-
жет наблюдаться при меньших углах падения. 
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Рис. 4 / Fig. 4. Зависимости коэффициента пропускания Т от безразмерной толщины 𝑥𝑥� 
для невырожденного электронного газа при значениях 𝑥𝑥� = 8, 𝑔𝑔� = 0,05, 𝑔𝑔� = 0,2, 𝜀𝜀� =
10, 𝜀𝜀� = 5, 𝜌𝜌 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 , 𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠 . Сплошные кривые 1–3 построены при угле падения 

41,5�, пунктирные кривые 4–6 – при угле падения 44,7�: 1, 4 – 𝑦𝑦� = 7; 2, 5 – 𝑦𝑦� = 12; 3, 
6 – 𝑦𝑦� = 20 / Dependences of the transmittion coefficient T on the non-dimensional thick-

ness 𝑥𝑥� for the case of a non-degenerate electron gas at 𝑥𝑥� = 8, 𝑔𝑔� = 0.05, 𝑔𝑔� = 0.2, 𝜀𝜀� = 10, 
𝜀𝜀� = 5, 𝜌𝜌 𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌 , 𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠 . Solid curves 1–3 are plotted for the incidence angle of 41.5�, 

dashed curves 4–6 are plotted for the incidence angle of 44.7�: (1, 4) 𝑦𝑦� = 7; (2, 5) 𝑦𝑦� = 12; 
(3, 6) 𝑦𝑦� = 2. 

Источник: составлено авторами 
 
На рис. 4 построены зависимости коэффициента пропускания от безразмер-

ной толщины. Сплошные кривые соответствуют случаю, когда полное внутрен-
нее отражение отсутствует, а пунктирные кривые – ситуации, близкой к полному 
отражению. На рисунке видно, что коэффициент пропускания растёт с умень-
шением толщины и частоты электромагнитной волны. Наблюдаются небольшие 
осцилляции зависимостей коэффициента пропускания от толщины при значе-
ниях 𝑥𝑥� < 2. При углах падения, близких к углу полного внутреннего отражения, 
коэффициент пропускания быстро уменьшается. При наличии полного отраже-
ния электромагнитное излучение не проходит через нанослой.  
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Заключение 
В настоящей работе с учётом квантовой теории явлений переноса получены 

аналитические выражения для коэффициентов отражения, пропускания и по-
глощения в зависимости от следующих безразмерных параметров: толщины 
нанослоя, частоты и угла падения электромагнитной волны, диэлектрических 
проницаемостей сред и параметров шероховатости поверхностей. 

Показано, что в отсутствии полного внутреннего отражения выраженным об-
разом осциллирует коэффициент поглощения. При наличии полного внутрен-
него отражения зависимость коэффициента отражения от толщины нанослоя и 
частоты электромагнитной волны существенным образом отличается от случая, 
когда полное внутреннее отражение отсутствует. В частности, амплитуды осцил-
ляций зависимостей коэффициента отражения и поглощения становятся срав-
нимыми. 

Установлено, что в ситуации, близкой к полному внутреннему отражению, ко-
эффициент отражения при малых толщинах ведёт себя аналогично случаю, при 
котором происходит полное внутреннее отражение. Подобное поведение свя-
зано с тем, что в достаточно тонких слоях полное внутреннее отражение может 
достигаться при меньших углах падения электромагнитной волны. 

 
Статья поступила в редакцию 11.07.2022 г. 
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