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Аннотация. В статье рассматриваются первая и вторая двумерные краевые задачи 
для уравнения диффузии в изотропной среде с зависящим от концентрации коэф-
фициентом (диффузии). Численное решение таких задач сопряжено с большими 
трудностями. Используется методика, основанная на дискретизации исходных за-
дач по времени и итерационном процессе построения для каждого рассматриваемо-
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го момента времени приближенных решений вспомогательных линейных задач. 
Приближенные решения  вспомогательных задач строятся методом базисных по-
тенциалов. С помощью данной методики построены приближенные решения рас-
сматриваемых нелинейных задач. Приведен общий вид этих приближенных реше-
ний. На конкретных примерах показана сходимость приближенных решений задач 
к точным. 
 
Ключевые слова: метод базисных потенциалов, краевые задачи с нелинейными 
уравнениями, диффузия в изотропной среде. 

 
     Введение 
     Известно, что коэффициенты диффузии в жидкостях могут существенным образом 
зависеть от концентрации диффундирующего вещества [1, 511]. Часто коэффициент 
диффузии линейно зависит от концентрации, но в некоторых случаях (например, в вод-
ных растворах метанола, этанола и ацетона) с увеличением концентрации он вначале 
уменьшается, а затем – возрастает [1, 498;  2].  
     Для описания процесса диффузии в вышеуказанных растворах используются крае-
вые задачи для квазилинейных уравнений с дивергентной главной частью [3, 110; 4, 55; 
5, 431;  6, 509, 541]. Условия существования и единственности классических решений 
первой и второй краевых задач для таких уравнений приведены в [6, 513, 560]. Однако 
их численное решение наталкивается на значительные трудности [7, 271]. В данной ра-
боте методом, описанным в [8], будут построены в явном аналитическом виде прибли-
женные решения подобных задач.  
     1. Постановки задач 
     Задача 1. Плоская первая краевая задача, описывающая диффузию в изотропной 
среде в случае, когда коэффициент диффузии зависит от концентрации диффундирую-
щего вещества, имеет вид:  
 
 
 
 
 
                                                                                                                                    (1.1) 
 
 
 
 
где: 1 2( );= x ,xx  

       1 2( , )t x ,x   - концентрация диффундирующего вещества, 0a   ; a = const. 

       ( )f   - коэффициент диффузии, ( ) 0,f b b const    ; 

       G  - ограниченная односвязная область с достаточно гладкой границей  . 
Будем предполагать, что  
 

         3C , 3
0 ( )C G  , 2,3

, ((0, ) )S tC   x , 2( ) ( , )f C a   .         (1.2) 

В этом случае классическое решение (1.1) существует и единственно [6, 513].  
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     Задача 2. Плоская вторая краевая задача, описывающая диффузию в изотропной 
среде в случае, когда коэффициент диффузии зависит от концентрации диффундирую-
щего вещества, имеет вид:  

 
        

                     (1.3) 
         

 
 
 
 
 
 
где: 1 2( );= x ,xx   

        1 2( , )t x ,x   - концентрация диффундирующего вещества, 0,a a const    ; 
        ( )f   - коэффициент диффузии, ( ) 0,f b b const    ; 

         G - ограниченная односвязная область с достаточно гладкой границей  ; 

        
n




 - дифференцирование по направлению внешней к G  нормали. 

     Будем предполагать, что  
 

           3C , 1
0 ( )C G  , 1,2

, ((0, ) )S tC   x , 2( ) ( , )f C a   .             (1.4) 
 

В этом случае классическое решение (1.3) существует и единственно [6, 560].  
     Замечание. При ( )f    уравнение в (1.1), (1.3) называется уравнением Бус-

синеска [3, 102]. 
     Цель данной работы – с помощью методики, предложенной в [8], построить при-
ближенные решения задач (1.1), (1.3) при ( )f   , провести численный анализ этих 

решений. 
     2. Методика построения приближенного решения задачи 1 
     Процесс построения приближенного решения задачи (1.1) разобьем на два этапа [8]. 
     2.1. Проведем дискретизацию задачи (1.1) по времени. 
     Пусть )(xk  - приближение решения задачи (1.1) в момент времени kt , ...,1,0k , 

00 t , 0 0( ) ( ), x x   kk tt 1 . Используя неявную аппроксимационную схему, за-

пишем для определения )(1 xk , ...,1,0k , следующие задачи: 

  
 
        (2.1) 
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ближенное решение задачи (2.1).  
     Рассмотрим вспомогательную задачу:  

 
   

                 
                      (2.2) 
                        

      
где ...,1,0k . 

     Приближенное решение (2.2)  ( )
1 ( )

N

i
k x  будем искать методом точечных потенци-

алов [9]. 

     Начальное приближение (1)
1( )k x  правой части уравнения в (2.2) выбираем из 

( )C G  ( 0 1  ). Тогда при заданной функции 1( , )s kt  x  из (2.2) в силу (1.2) реше-

ние (2.2) при i = 1 существует, единственно и принадлежит 2 ( )C G  ([10, 145]). После-

дующие приближения ( 1)
1 ( )i

k

 x , 1,2,...i  , в правой части уравнения из (2.2) опреде-

ляются соотношением: 
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На основании (1.2) для ( 1)
1 ( )i

k

 x  из (2.3), при заданной 1( , )s kt  x  из (2.2), решение 

(2.2) также существует и принадлежит 2 ( )C G  ([10, 145]). 

     Процесс построения приближенных решений  ( )
1 ( )

N

i
k x  задачи (2.2) для прибли-

жений правой части уравнения (2.2), определяемых (2.3), завершаем для заданного 
0  на lk+1 - й итерации, если выполнится неравенство  
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В этом случае полагаем: 
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     После определения 1( )k x , найдем аналитический вид приближенного решения 

задачи (2.1), воспользовавшись результатами работы [9]: 
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где 2 ,A G; ,   x x ; )1( k
jc  - коэффициенты, определяющие приближение неиз-

вестной плотности логарифмического потенциала простого слоя 1( )k

n



y
:  

( 1)1
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
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y

y ; ...,1,0k ; 
1

( ) ln ,j jJ


  jy x - y y ,  

1
1 ( )

1ln , 1,2,..., ; (kl
j k
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J ds G j N C d
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
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       j j
yx - y , x y) y ,   - мера  . 

     Замечание.  В силу равномерной сходимости приближенного решения первой 
краевой задачи для уравнения Пуассона к точному и устойчивости приближенного ре-
шения к возмущениям правой части уравнения [9] из сходимости в 2 ( )L G  последова-

тельности ( )
1( )i

k x  при i   следует сходимость в ( )C G      1
( )

1 ( )( ) kN

i
k   xx  

при ,N i  . Сходимость последовательности ( )
1( )i

k x  при i   можно обес-

печить путем выбора подходящей величины шага дискретизации  . 
 

     3. Методика построения приближенного решения задачи 2 
     Будем дополнительно требовать выполнения условия непроницаемости границы для 
диффузии:  
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оно позволяет использовать для приближенного решения нижеуказанной вспомога-
тельной задачи (см. (3.2)) метод точечных потенциалов. 
     По аналогии с п. 2 рассмотрим два этапа построения приближенного решения. 
     3.1. Проведем дискретизацию задачи (1.3) по времени.  
     Пусть )(xk  - приближение решения задачи (1.3) в момент времени kt , ...,1,0k , 

00 t , 0 0( ) ( ), x x   kk tt 1 . Используя неявную аппроксимационную схему, за-

пишем для определения )(1 xk , ...,1,0k , следующие задачи: 

  
 
                (3.1) 
  

 
 
 

     3.2. Построим приближенное решение задачи (3.1).  
     Рассмотрим вспомогательную задачу:  
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где ...,1,0k . 

     Приближенное решение (3.2)  ( )
1 ( )

N

i
k x  будем искать методом точечных потенци-

алов [11]. Известно, что решение задачи (3.2) определено с точностью до постоянного 
слагаемого. Это слагаемое определим, исходя из условия сохранения массы примеси: 
 

                                                0
( )

1 ( ) 0,( )
N

G

i
k d   x x x                                           (3.3) 

которое вытекает из соотношения:  
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В дальнейшем будем считать, что в приближенном решении (3.2) постоянное слагаемое 

скорректировано и  ( )
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i
k x  удовлетворяет условию (3.3). 

     Начальное приближение (1)
1( )k x  правой части уравнения в (3.2) выбираем из 

( )C G  ( 0 1  ). Тогда при заданном граничном условии решение (3.2) при i = 1 

существует и принадлежит 2 ( )C G  ([10, 179]). Последующие приближения ( 1)
1 ( )i

k

 x , 

1,2,...i  , в правой части уравнения из (3.2) определяются соотношением: 
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2 2
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k N
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k kf f G
x x 


 

  
 

                             

  
 

x
x x

x x x
            (3.4) 

 

На основании (1.4) для ( 1)
1 ( )i

k

 x  из (3.4), при заданном граничном условии, решение 

(3.2) также существует и принадлежит 2 ( )C G  ([10, 179]). 

     Согласно формуле Грина и (3.2) для ( 1)
1 ( )i

k

 x  из (3.4) должно выполняться соотно-

шение: 

                                                   ( 1)
1 ( ) 0.i

k

G

d
  x x                                                         (3.5) 

При необходимости корректируем ( 1)
1 ( )i

k

 x  с помощью аддитивной постоянной так, 

чтобы выполнялось условие (3.5). 

     Процесс построения приближенных решений  ( )
1 ( )

N

i
k x  задачи (3.2) для прибли-

жений правой части уравнения (3.2), определяемых (3.4), завершаем для заданного 
0  на lk+1 - й итерации, если выполнится неравенство  

 
1 1( ) ( 1)

1 1 ( ')
( ) ( )k kl l

k k C G
  

   x x . 

 
В этом случае полагаем: 

 1
1

( )
1( ) ( )k

k
N

l
k


   x x . 
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     Используя результаты [11], приведем аналитический вид приближенного решения 
задачи (3.1): 

                1( ) ( 1)
1 1

1

1 1 1
( ) ( )ln ( ) ln ,

| | | |
k

N
l k

k k j j
j yG

d c ds
A n

 
 



   
           

 x y y y
x y x y y              (3.6) 

 
где 2 ,A G; ,   x x ; )1( k

jc  - коэффициенты, определяющие приближение неиз-

вестной плотности логарифмического потенциала двойного слоя 1( )k y :  

( 1)
1

1

( ) ( )
N

k
k j j

j

c 




 
  
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y y ;        ...,1,0k ; 

2
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n

n



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  

y

y

x y
y y ,

x y x y
 

, 1,2,...,G j N jx . 
     4. Пример 1  
     Построим вышеописанным методом (с использованием среды Borland Delphi 7 и вы-
числительных библиотек компилятора Compaq Fortran) приближенное решение задачи 
(1.1) при ( )f   .  

     Пусть область G  представляет собой круг единичного радиуса с центром в начале 

координат:  2 2
1 2 1 2( , ) : 1G x x x x   . Зададим в G  функцию [3, 103]: 

                               
2

1/3 1/32
1 2 1( , , ) ( 1) 1,5( 1)

6( 1)

x
t x x x t t

t
      


,                             (4.1) 

которая является точным решением задачи (1.1) при ( )f   . Тогда  
2
2

1 2 0 1 2 1(0, , ) ( , ) 1,5
6

x
x x x x x      , 

 

2
1/ 3 1/ 3

1 2 1 2 1, 0,2

sin
( , , ) ( , ) ( , ) cos ( 1) 1,5( 1)

6( 1)
, ,S S r

t x x t t r t t
t

x x
 

     
  
       


 . 

 

     Пусть  0,1;  1t , шаг дискретизации по времени 0,1  , 1 1 ( )
( , ) ( )k k C G
t   x x , 

0,1,...,9k  , 210  . 

Значения ( 1)
1 ( )i

k

 x  были найдены с помощью (2.3) (во всех узлах интегрирования по 

G ). В качестве первого приближения правой части уравнения в (2.2) для каждого вре-
менного слоя был выбран лапласиан решения, полученного на предыдущем временном 
слое: 

(1)
1( ) ( ), 0,1,...,9k k k   x x , 

где    ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ), ( , ) ( )k k kl l l

k k k k kN N C G
t         x x x x x , 1,...,9k  .  

 
     Приближенное решение (2.1) (см. (2.4)) в данном случае имеет вид: 
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 x y y y y
x y x y x y y                (4.2) 
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где  0,1,...,9k  , 1, 2, 1,2,..., 40j jx . 

     Сравнивая значения построенного приближенного (4.2) и точного (4.1) решений  за-
дачи (1.1) для различных моментов времени, убедимся, что они отличаются незначи-
тельно: абсолютная погрешность имеет порядок 10-3 (см. рисунки 1-3). 
 
 

 
                         Точное решение                                                             Приближенное решение  
 

Рис. 1. Точное и приближенное решение задачи 1 для t=0,1 

(Количество итераций: 1; норма в ( )C G  разности решений: 0,008) 

 
 
 
 

 
                          Точное решение                                                           Приближенное решение 
 

Рис. 2. Точное и приближенное решение задачи 1 для t=0,5 

(Количество итераций: 1, норма в ( )C G  разности решений: 0,009) 
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                                Точное решение                                                         Приближенное решение 

 
Рис. 3. Точное и приближенное решение задачи 1 для t=1,0 

(Количество итераций: 1, норма в ( )C G  разности решений: 0,009) 

 
     5. Пример 2 
     Построим вышеописанным методом (с использованием среды Borland Delphi 7 и вы-
числительных библиотек компилятора Compaq Fortran) приближенное решение задачи 
(1.3) при ( )f   .  

     Пусть область G  представляет собой круг единичного радиуса с центром в начале 

координат:  2 2
1 2 1 2( , ) : 1G x x x x   ;  

  22 2 2 2
0 1 2 1 2 1 2( , ) 1 - x + x x  + x  - 1 + 2x x  ; 

1 2( , ) 0,S t x x  ;  

 0,1;  1t , шаг дискретизации по времени 0,1  ; 1 1( ) ( 1)
1 1 ( ')

( ) ( )k kl l
k k C G

  
   x x , 

0,1,...,9k  , 110  . 

Значения ( 1)
1 ( )i

k

 x  были вычислены с помощью (3.4) (во всех узлах интегрирования по 

G ). В качестве первого приближения правой части уравнения в (3.2) для каждого вре-
менного слоя был выбран лапласиан решения, построенный на предыдущем временном 
слое: 

(1)
1( ) ( ), 0,1,...,9k k k   x x , 

где  

 ( ) ( ) ( ) ( 1)

( ')
( ) ( ) ( ), ( ) ( )k k k kl l l l

k k k k k C GN
        x x x x x , 1,...,9k  .  

     Приближенное решение (3.1) (см. (3.6)) в данном случае имеет вид: 
 

                       1

40
( ) ( 1)

1 1
1

1 1 1
( ) ( )ln ( ) ln ,

| | | |
kl k

k k j j
j yG

d c ds
A n
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

   
           

 x y y y
x y x y y                               (5.1) 

 

где  0,1,...,9k  , 1, 2, 1,2,..., 40j jx . 
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     Графики построенного приближенного (5.1) решения  задачи (1.3) для различных 
моментов времени приведены на рис. 4-7. Норма в ( )C G  невязки имеет порядок 10-2. 
 

 
Рис. 4. Приближенное решение задачи 2 для t=0,1  

(Количество итераций: 6; норма в ( )C G  невязки: 0,09) 

 
Рис. 5. Приближенное решение задачи 2 для t=0,2 

(Количество итераций: 7; норма в ( )C G  невязки: 0,06) 

 
Рис. 6. Приближенное решение задачи 2 для t=0,3 

(Количество итераций: 4; норма в ( )C G  невязки: 0,08) 



Вестник № 2 

 45

 

 
Рис. 7. Приближенное решение задачи 2 для t=0,4 

(Количество итераций: 2; норма в ( )C G  невязки: 0,05) 

 
 

     Выводы 
     С помощью методики, основанной на дискретизации по времени исходной задачи и 
методе точечных потенциалов, предложенной в [8], построены приближенные решения 
нелинейных краевых задач (1.1) и (1.3).  
     Численные расчеты (см. рисунки 1-3) показывают, что приближенное решение (4.2) 
задачи (1.1) быстро сходится к точному решению (4.1) на рассматриваемом интервале 
времени: максимум модуля погрешности порядка 10-3 и высокое качественное совпаде-
ние решений достигается за 1-2 итерации (причем для относительно большого шага 
дискретизации по времени: 0,1  ). 
     Приближенное решение (5.1) задачи (1.3) также быстро сходится на рассматривае-
мом интервале времени: максимум модуля невязки порядка 10-2 достигается за 2-7 ите-
раций ( 0,1  ).  
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CONSTRUCTING THE APPROXIMATE SOLUTIONS OF THE 
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Abstract. In article the first and second two-dimensional boundary problems for the diffu-
sion equation in the isotropic environment with coefficient (of diffusion) depending on 
concentration are considered. Construction of the numerical solution of such problems is 
interfaced to great difficulties. The technique based on discretization of initial problems 
on time  variable and iterative process of construction for each considered moment of 
time of approximate solutions of auxiliary linear problems is used. The approximate solu-
tions of auxiliary problems are under construction the method of basic potentials. With 
the help of this technique are constructed approximate solutions of considered nonlinear 
problems. The general view of these approximate solutions is reduced. On concrete ex-
amples convergence of approximate solutions of the problems to the exact is shown. 
 
Key words: the method of basic potentials, boundary problems with the nonlinear equa-
tions, the diffusion in the isotropic environment. 

 
 
 
 


