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Аннотация: В настоящей статье выводятся необходимые и достаточные алгебраи-
ческие условия, описывающие широкий класс локально инвариантных многообра-
зий аффинной связности. Отдельно рассмотрены случаи локальной инвариантности 
аффинно – связного пространства относительно редуктивного и симметрического 
пространств. 
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Введение 

     Развитие геометрии от Эрлангенской программы Феликса Клейна и работ Софуса 
Ли, труды Эли Картана по симметрическим пространствам и теории связностей и, 
наконец, теория связностей в расслоениях выявили фундаментальную роль, которую 
играет понятие группы в геометрии. Современные исследования показывают, что не 
меньшее значение в геометрии имеют и неассоциативные алгебраические объекты, та-
кие как квазигруппы, лупы, одуль, геоодулярные структуры.([11],-[12], [26], [27]). 
Гладкое локальное геоодулярное пространство есть точный алгебраический эквивалент 
многообразия аффинной связности. Систематическое построение теории геоодулярных 
пространств было произведено в школе профессора Л.В. Сабинина. 
     Симметрические пространства, введенные Эли Картаном ([13], [14]), обладают ма-
тематически красивыми алгебраическими свойствами, геодезические симметрии отно-
сительно каждой точки являются локальными изоморфизмами аффинной связности. 
Известно [16], что локально симметрическое пространство может рассматриваться, как 
гладкая локальное идемпотентная леводистрибутивная квазигруппа с «тождеством 
ключей». Левые сдвиги этой квазигруппы и есть геодезические симметрии. Позднее 
этот результат был обобщен. Произвольному пространству аффинной связности можно 
сопоставить однопараметрическое семейство локальных идемпотентных эластичных 
квазигрупп, определяемых каноническим (аффинным) параметром вдоль геодезических 
линий. Было введено новое понятие – пространство с геодезическими, как алгебра с 
однопараметрическим семейством бинарных операций, связанных определенными 
тождествами. Было установлено взаимно однозначное соответствие между гладкими 
многообразиями с геодезическими и аффинно связными многообразиями с нулевым 
тензором кручения. Таким образом, был построен алгебраический эквивалент экспо-
ненциального отображения [17].  
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     В конце прошлого и начале текущего столетия произошли качественные изменения 
в научном направлении «Нелинейной геометрической алгебры», возникшем на стыке 
дифференциальной геометрии и теории квазигрупп [1, 3, 6, 7, 9, 11, 12, 18-25]. 
     В связи с проблемой характеризации аффинной связности, допускающей транзитив-
ную группу аффинных преобразований. Было введено понятие локальной инвариант-
ности аффинной связности по отношению к другой аффинной связности. Было уста-
новлено, что однородность и инвариантность являются близкими терминами [2, 5, 8, 
10]. 
     В этой статье используются некоторые результаты теории геоодулярных про-
странств и многообразий аффинной связности ([11, 12, 18, 26, 27]), в частности теорема 
об эквивалентности категории гладких многообразий аффинной связности и категории 
гладких локальных геоодулярных многообразий. С целью сокращения выкладок здесь 
мы рассмотрим лишь локальную инвариантность геоодулярного многообразия Μ  от-

носительно геоодулярного многообразия Μ  в случае, когда Μ  и Μ  имеют общие гео-
дезические линии с сохранением канонического параметра. 
     Целью настоящего исследования является нахождение необходимых и достаточных 
алгебраических условий на геодезический одуль  локально инвариантного геоодуляр-
ного пространства. Рассматриваемые тождества имеют локальные характер и выпол-
няются, когда левая и правая их части одновременно имеют смысл. 
     Все геоодулярные многообразия рассматриваются над полем вещественных чисел. 

Предварительные результаты 

Определение 1. Пусть   и   - две аффинные связности, заданные на дифференциру-
емом многообразии M . Аффинная связность   называется локально – инвариантной 

относительно аффинной связности  , если тензорные поля кривизны R  и кручения T  
аффинной связности  , а так же их последовательные ковариантные дифференциалы 

Re  и  еITe , , параллельны относительно : 
 

    .0,0,0,0  TRTR ee   

 
     Молино (1964) получил следующий результат (см. также Кобаяси, Номидзу [15], т 
II. примечание 25). 
Теорема 1. Если аналитическая аффинная связность   на вещественном аналитиче-
ском многообразии M   локально инвариантна относительно другой аффинной связно-
сти, то ( ,M ) локально изоморфно однородному пространству с некоторой инвари-
антной аффинной связностью. 
     Обобщая результаты Амброуза, Зингера [2] (1958), где выведены необходимые и до-
статочные условия для того, чтобы полная риманова связность на односвязном много-
образии допускала транзитивную группу преобразований, и, используя работы Кобаяси  
(1955), Номидзу [10] (1964), (см. также Кобаяси, Номидзу [15], т. II, гл. 10, §§1-2). Ко-
стант [5] (1960) вводит понятие жесткости аффинной связности относительно другой 
аффинной связности. 

Определение 2. Пусть   и   - две аффинные связности на дифференцируемом мно-
гообразии M , и пусть S  - тензорное поле на M  типа (1, 2): 
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  YXYYYXS xx ,,,   - дифференцируемые векторные поля на M . Аффинная 

связность   называется жесткой относительно  , если S  параллельно относительно 

0:  S . 
     Костант получил следующие теоремы 2 и 3, характеризующие инвариантные аф-
финные связности на редуктивных однородных пространствах. 
Теорема 2. Пусть  - аффинная связность на односвязном многообразии M . Тогда М 
- редуктивное однородное пространство связной группы Ли с   в качестве инвариант-
ной аффинной связности в том и только том случае, когда существует аффинная связ-

ность   на M  такая, что: 
     (1) тензорные поля кривизны R  и кручения T  аффинной связности   ковариантно 

постоянны относительно ;0,0:  RT  

     (2)   жесткая относительно  ; 

     (3)   полная. 
Теорема  3. Пусть   - Аффинная связность на односвязном многообразии M  Тогда 
M  - редуктивное однородное пространство связной группы Ли с   в качестве инва-
риантной аффинной связности в том и только в том случае, когда существует аффинная 

связность на M  такая, что: (1)   инвариантна при параллелизме; (2)   жесткая отно-

сительно  ; (3)   полная. 
     Заметим, что из условий (1), (2) теоремы 2, также как из условий (1), (2) теоремы 3 
следует, в силу определения  1, что аффинная связность   локально инвариантна от-

носительно  , и результат Костанта есть важный специальный случай конструкции 
Молино. 
     Инвариантные связности на редуктивных однородных пространствах независимо 
изучались Рашевским (1951), Куритой (1953), Винбергом (1959-1960) 

 

Алгебраическое описание локально инвариантных пространств 
аффинной связности 

Определение 1: Пусть    RttLM ,,Μ  и    RttLM ,,Μ  - два kC  - гладких 

 0k  локальных геоодулярных многообразия, имеющих общие геодезические линии 

с сохранением канонического параметра, т.е. tt   . Будем говорить, что Μ  локально 

инвариантно относительно Μ , если левые сдвиги ,, MbaL
a
b   геоодулярного много-

образия Μ  являются локальными изоморфизмами геоодулярного многообразия Μ , т.е. 
выполняется следующее соотношения (когда одновременно имеют смысл правые и ле-
вые части равенства): 
 

,
a
b
a
b

a aL xx
b by L y

L L L L   (1) 
 

  ,yLtytL
a
b

xLx

a
b a

b
 (2)  

 

где   .,;, Myxyxyt tx   
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Предложение 1: Пусть   и   - аффинные связности на вещественном аналитическом 
многообразии M , имеющие общие геодезические линии с сохранением канонического 

параметра, и   - аналитична. Пусть    RttLM ,,Μ  и    RttLM ,,Μ  - локаль-

ные геоодулярные многообразия, соответствующие этим аффинным связностям. Тогда 

  локально инвариантна относительно  , если и только если Μ  локально инвариант-

на относительно Μ . 

Доказательство:. Аффинные связности   и  , заданные на многообразии M  имеют 
общие геодезические линии с сохранением канонического параметра тогда и только 
тогда, когда экспоненциальное отображение   MMTExp :  в  ,M  совпадает с 

экспоненциальным отображением   MMTExp :  в   ExpExpM  :, . Пусть 

аналитическая аффинная связность   локально инвариантна относительно аффинной 

связности  . Тогда выполняются соотношения (1) и, следовательно, параллельный пе-

ренос 
a

b  вдоль геодезической, соединяющей точки a  и b , в  ,M  отображает тен-

зоры a

mT )(  и  a
m R  в тензоры  bmT  и  bm R  соответственно для  m0 . 

Применяя теорему (7.2. гл. VI из [15], т.1), получаем, что   1 a

a
bb

a
b ExpExpL   

 ExpExp   есть локальный аффинный изоморфизм связности  , т.е. индуцирован-

ное отображение      MTMTL
a
b :  отображает каждое параллельное векторное поле 

вдоль каждой кривой   в  ,M  в параллельное векторное поле в  ,M  вдоль кривой 

 a

bL  и, следовательно, 
a

bL  отображает каждую геодезическую в  ,M  в геодезиче-

скую в  ,M  вместе с ее каноническим параметром. Т.о, имеем: 
 

     
           
     

     

, *,
*,

1 1

*,

1

1 1

*,

; ;

,

, ;

a
b

a a
b b

a
b

a a
b b

a
b

a a a ax L x
b b b bx x y yL x L y x

a a a
b b bt x x xL x x

a a a
b b btL x L x

a b ax x x
b a by y y x y y xL y

L Exp Exp L L L

L x y L Exp t Exp y Exp L t Exp y

Exp t Exp L y L x L y

L L L Exp Exp Exp L Exp

 





 



 



 

 

    
 

   
 

 

   

    

 

 
Итак, из приведенных соотношений видно, что равенства (1) и (2) выполняются. 

     Обратно, пусть левые сдвиги 
a

bL  являются локальными изоморфизмами геоодуляр-
ного многообразия Μ , а значит и локальными аффинными изоморфизмами связности 

 . Тогда отображение   a

b
aL *,  переводит тензоры  amT  и  a

m R  в тензоры  bmT  

и  bm R  соответственно для  m0 . Поскольку   a
ba

a
bL *, , то выполняется соот-

ношения (1) и аффинная связность   локально инвариантна относительно  . 
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Предложение 2: kC  - гладкое  0k  локальное геоодулярное многообразие 

   RttLM ,,Μ  локально инвариантно относительно некоторого kC  - гладкого ло-

кального геоодулярного многообразия, имеющего общие геодезические с Μ  с сохра-
нением канонического параметра, тогда и только тогда, когда существует kC  - гладкое 
локальное отображение MMMM : ,    zzyx x

y ,, , такое, что для любого x  

из M  MMx
y :  есть kC  - гладкий локальный диффеоморфизм, определенный на 

некоторой открытой окрестности xU  точки x  при xUy , и справедливы следующие 

соотношения: 
 

                                             yyx
y   , (3) 

                                           ,x
yxx

x
y tt                                                                        (4) 

                                                ,
11 

 x
y

x
y

x
yt

x
yyt LL

xx
                                              (5) 

                                                    ,
11

11


 x

y
x
y

x

zL

x
y

x
y

y
z LLLL

x
y

x
y




                                (6) 

                                               zylttzyl
x

xx

x
,,    ,                                                     (7) 

                                             
 

 ,,,
,

zylLLzyl
xx

wzyl

x
w

x

x                                               (8) 

где       ,,
11 x

z
x
z

x
y

x
y

x

zL

x

zL

x
LLLzyl x

y
x
y

x
y

x
y







    RtMwzyx  ,,,,  

Доказательство: Пусть kC  - гладкое локальное геоодулярное многообразие 
   RttLM ,,Μ  локально инвариантно относительно kC  - гладкого локального 

геоодулярного многообразия   ,,,  RttLM Μ  причем M  и Μ  имеют общее геоде-

зические линии с сохранением канонического параметра. Определим   x
y

x
y

x
y LL 

1
 , 

тогда       ,2
11

yyLyLLy x
x
y

x
y

x
y

x
y 


  и выполняется соотношение (3). Соотношения 

(4) и (5) следуют из тождеств геоодулярности в Μ  и Μ . Поскольку Μ  локально инва-

риантно относительно Μ , то, согласно соотношению (1), имеем: 

  ,
1

1











x
y

x

zL

x
y

y
z LLLL

x
y

  но x
y

x
y

x
y LL   и, следовательно, выполняется соотношение 

(6). Легко видеть, что     ,,
1 x

z
x
y

x

zL

x
LLLzyl x

y




  и, т.к. левые сдвиги 
x
yL  есть локальные 

изоморфизмы геоодулярного многообразия Μ , то и  zyl
x

,  есть также локальный изо-
морфизм Μ , и справедливы соотношения (7) и (8). 
     Обратно, пусть для kC  - гладкого локального геоодулярного многообразия Μ , су-
ществует kC  - гладкое локальное отображение    ,,,,: zzyxMMMM x

y   

такое, что MMx
y :  есть kC  - гладкий локальный диффеоморфизм, определенный 

на некоторой открытой окрестности xU  точки x  при xUy , удовлетворяющий соот-

ношениям (3) – (8). Определим x
y

x
y

x
y LL  , тогда из соотношений (3) – (5) следует, 
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что    RttLM ,,Μ  есть kC  - гладкое локальное геоодулярное многообразие, име-

ющее общие геодезические линии с Μ  с сохранением канонического параметра. Тож-
дества (1) и (2) легко выводятся из соотношений (6) – (8), поэтому Μ  локально инва-

риантно относительно Μ .  
Предложение 3: kC  - гладкий  0k  локальный левый одуль     etLM Rte

e ,,,eΜ  с 

нейтралом e  может быть включен в качестве геодезического одуля в точке e  в kC  - 
гладкое локальное геоодулярное многообразие Μ , определенное на некоторой окрест-
ности нейтрала e , локально инвариантно относительно kC  - гладкого локального ре-
дуктивного геоодулярного многообразия, имеющего общие геодезические с Μ  с со-
хранением канонического параметра тогда и только тогда, когда существует kC  - глад-
кое локальное отображение    yyxMMM x  ,,:  такое, что для любого 

MMx x :  есть kC  - гладкий локальный диффеоморфизм, определенный на неко-

торой открытой окрестности eU  нейтрала e  при eUx , и справедливы следующие со-

отношения: 
 
                                          xxe   , (9) 

                                        ,xeex tt                                                                             (10) 

                                          ,xxx                                                                                   (11) 

                                          xuxtxut eee
   ,                                                                  (12) 

                                          ,1
e

xtx
e
xx

e
xt ee

LLL                                                            (13) 

                                           ,,, yxlttyxl
e

ee

e
                                                            (14) 

                                         
 

 
,

, , ,e

e ee e
z l x y z

l x y L L l x y                                                (15) 

                                          
 

 ,,,
,

yxlyxl
e

zyxlz

e

e                                                    (16) 

 

где         ,,
11

y
e
yx

e
x

e

yLyL

e
LLLyxl

x
e
xx

e
x





  где e

xL  - левые сдвиги лупы одуля 

xtx e,eΜ  - умножение на скаляры, wzyx ,,,  принадлежат некоторой открытой 

окрестности нейтрала e , Rut , .  

Доказательство: Пусть kC  - гладкий локальный одуль eΜ  включен в качестве геоде-

зического одуля в точке e  в kC  - гладкое локальное геоодулярное многообразие 
   RttLV ,,Μ , определенное на некоторой открытой окрестности V  нейтрала e , 

причем Μ  локально инвариантно относительно kC  - гладкого локального редуктивно-

го геоодулярного многообразия    RttLV ,,Μ , определим   .
1 e

x
e
xx LL 


  Приме-

няя предложение 2, убеждаемся в справедливости соотношений (9) – (11), (14), (15). 

Поскольку Μ  - локально редуктивно, то    
 ,,

,
, yxlLLl

ee

zyxl

e
z

e
yx e    и, в силу соотно-

шения (15), выполняется равенство (16). Подставляя в первое тождество геоодулярно-
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сти в Μ  e
xt

e
x

x
t ee

LLL   выражение 
        11

11


 e

xx
e

xtLx
e
x

x
xt LLLL

e
e
xx

e



 , имеющее место в 

силу (6), приходим к соотношению (13). Легко проверяется, что тождество левой мо-

ноальтернативности  
e

xtu
e

xt
e

xu eee LLL   в силу соотношения (13) равносильно равенству 
(12).  
     Обратно, если для локального одуля eΜ  определены kC  - гладкие локальные диф-

феоморфизмы MMx : , удовлетворяющие соотношениям (39) – (16), то определим 
1

,, 1








 






 

e
xe

e
xx

e
x

e

yL

e
x

x
yx

e
x

e
x LtLtLLLLLL

e
x

 , как показывает непосредствен-

ная проверка,    RttLV ,,Μ  есть kC  - гладкое локально редуктивное геоодулярное 

многообразие, определенное на некоторой открытой окрестности V  нейтрала e . Далее 

определим   ,
1

1











e
x

e

yL

e
x

x
y LLLL

e
x

  тогда    RttLV ,,M  есть kC  - гладкое локаль-

ное геоодулярное многообразие локально инвариантное относительно Μ .  
Определение 2: kC  - гладкое  0k  локальное геоодулярное многообразие 

   RttL ,,M  называется почти симметрическим, если выполняются следующие 

два условия:  
(а) для любых Mba ,  композиция двух геодезических симметрий    ab 11    есть 

локальный изоморфизм ;M  
(б) справедливо тождество: 
 

       batbta ba
1111    . (17) 

 
Замечание: Используя результаты, изложенные в [16], можно показать, что при k  
из условия (а) следует условие (б). 
Предложение 4: kC  - гладкое  0k  локальное геоодулярное многообразие M  явля-
ется почти симметрическим тогда и только тогда, когда M  локально инвариантно от-
носительно локально симметрического геоодулярного многообразия M , имеющего 
общие геодезические с M  с сохранением канонического параметра. 
Доказательство: Пусть    RttLV ,,M  - kC  гладкое локальное почти симметриче-

ское геоодулярное многообразие. Определим    ab

a
b

a

L 11
2

1  





  . Тогда в силу опре-

деления 2 справедливые соотношения (1) и (2) и непосредственно проверяется, что 

   RttLV ,,Μ  - kC  - гладкое локальное симметрическое геоодулярное многообра-

зие. Обратно, если M  локально инвариантно относительно локально симметрического 
геоодулярного многообразия M , имеющего общие геодезические с M  с сохранением 
канонического параметра, то поскольку левый сдвиг в M  есть композиция двух геоде-
зических симметрий, и в M  выполняется тождество (17) (как следствие первого тожде-
ства геоодулярности и локальной симметричности), то по определению 2. M  - почти 
симметрическое. 
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Предложение 5: kC  - гладкий  0k  локальный левый одуль     etLM Rte
e ,,eM  с 

нейтралом e  может быть включен в качестве геодезического одуля в точке e  в kC  - 
гладкое локальное почти симметрическое геоодулярное многообразие тогда и только 
тогда, когда выполняется следующие тождества: 
 

         ,xuxtxut eee
   (18) 

           ,1
e

xtx
e
xx

e
xt ee

LLL              (19) 

        ,,, yxlttyxl
e

ee

e
            (20) 

     
 

 ,,,
,

yxlLLyxl
ee

zyxl

e
z

e

e            (21) 

где 

              e
y

e
x

e

yS

e
yxe

e

x
e

e

x
ex

e
x

e
x

e
xx SSSlLLSSL e

x

ee
e


1

,

1

2

1

2

1
2

1
1

,1111,











































 . 

 
Доказательство: Предложение 5 непосредственно следует из предложений 4 и 3, по-
скольку в локально симметрическом геоодулярном многообразии левые сдвиги e

xS  гео-

дезического одуля выражаются через геодезические симметрии:     .11
2

1
ex

e
x

e

S  





   
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ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ КАТЕГОРИЙ МОДЕЛЕЙ И 
УНИВЕРСАЛЬНЫХ АЛГЕБР, КАК ОСНОВА ПОСТРОЕНИЯ 
АЛГОРИТМОВ ОБРАБОТКИ РЕЛЯЦИОННЫХ БАЗ ЗНАНИЙ 

 
А.Н. Мартынюк,  О.А. Матвеев 

 
 Московский государственный областной университет 

105005, Москва, ул. Радио, 10а 
 

Аннотация. Доказывается эквивалентность категорий моделей и универсальных ал-
гебр. Конструкция может быть использована для построения алгоритмов обработки 
реляционных баз знаний. 
 
Ключевые слова: универсальная алгебра, модель, реляционные базы знаний.  

 
     Целью настоящей заметки является построение категории U ALGEBRAS , экви-
валентной категории моделей одной и той же сигнатуры с многозначными гомомор-
физмами в качестве морфизмов. Объектами категории U ALGEBRAS  служат одно-
типные универсальные алгебры, морфизмами – гомоморфизмы универсальных алгебр. 
Конструкция носит теоретико – множественный, алгебраический характер.  
     Представляет определенный интерес спецификация категории  U ALGEBRAS , 
используя аппарат топологии, нечетких множеств. Чтобы осуществлять направленный 
перебор вариантов в реляционных базах знаний, необходимо выбрать семантический 
базис первичных  понятий. В этом может помочь выбор соответствующей топологии в 
основном носителе категории U ALGEBRAS , то есть рассматривать не все воз-
можные подмножества, а только замкнутые в выбранной топологии. Время поиска в 


