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Abstract. In this paper twolateral manifolds of affine connection are introduced, the alge-
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Аннотация. В статье вводятся в рассмотрение топологические реляционные систе-
мы для  моделирования различных предметных областей. Проведена формализация 
процедуры определения типа объектов в пространстве признаков предметной обла-
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     Высокая сложность, многообразие функций современных технических, технологи-
ческих, диагностико – медицинских, экономических, информационно - педагогических 
систем представляют необходимость учета большого числа факторов, выявления и ана-
лиза всех конкурентоспособных вариантов с целью повышения обоснованности приня-
тия промежуточных и окончательных решений. Это особенно важно на начальных эта-
пах разработок. Эффективным подходом к решению этих задач является автоматизация 
информационного обеспечения проектирования (ИОП), основанная на применении баз 
данных (БД) и баз знаний (БЗ). 
     При разработке БД и БЗ важное место занимают вопросы моделирования предмет-
ных областей. Под предметной областью понимается совокупность объектов,  их 
свойств и отношений между ними, являющихся частью реального мира и принадлежа-
щих сфере проблемной ориентации разрабатываемой информационной системы. 
     Таким образом, актуальной задачей автоматизации ИОП различных сложных систем 
является разработка моделей соответствующих предметных областей. 
     В настоящее время имеется значительное количество типов моделей данных и их 
конкретных представителей, в числе которых наиболее перспективными, на наш 
взгляд, являются реляционные базы данных и базы знаний. 
     Взаимодействие и взаимосвязь системного подхода, теории множеств и теории кате-
горий, бинарной логики и теории алгебраических систем, теории нечётких множеств, 
многозначной логики и топологии приводят к обобщенной трактовке типовой модели 
предметной области, достаточно гибкой и универсальной для описания и детализации 
разных аспектов многообразия существующих концептуальных реализаций в модели-
ровании. 
     Синтетический подход к моделированию, состоящий в применении различных мощ-
ных математических теорий, приводит и к формированию новых математических объ-
ектов, таких, как предлагаемые нами понятия топологической модели и топологиче-
ской реляционной системы. В то же время поддается осмыслению и описанию на языке 
топологии такое фундаментальное кибернетическое понятие как семантический базис. 
Иерархический процесс описания базисных объектов наборами основных признаков с 
заданными внутренними ассоциативными  и неассоциативными связями приводит к 
построению класса признаковых пространств, наделенных структурой отношений раз-
личной арности. 
     Модель данных определим как упорядоченную тройку , где - мно-
жество имен объектов ПО,  - множество характерисческих признаков (свойств, пара-
метров) объектов из  - множество отношений (чётких и/или нечётких) различных 
арностей, заданных на множествах  и . Каждый характеристический признак  
рассматривается как отображение , где  – область значений (шкалы) при-
знака , причем для удобства рассмотрения будем считать, что областью определения 
отображения  является всё множество . 
     Рассмотрим понятия: тип объектов и пространство признаков ПО. Будем говорить, 
что объекты  являются объектами одного типа, если  и  не различимы в  
посредством множества характеристических признаков . 
     Ясно, что свойство объектов принадлежать одному типу есть отношение эквива-
лентности на  и, следовательно, определяет некоторое разбиение  на непересекаю-
щиеся подмножества. Проведём теоретико–множественное описание типов объектов. 
Если , где  - отображения с областью значений  , то для 
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любого элемента , принадлежащего декартову произведению 
 , определим подмножество  следующей формулой: 

. Из теории множеств следует ([7]), что если v , 
то , и любое подмножество в , которое можно описать посредством мно-
жества характеристических признаков , является объединением некоторого числа 
множеств вида  . Таким образом, объекты  и  - одного типа, если существует та-
кое  , что  и 2 Vq U . Если  – число элементов в 

множестве  , то общее число типов объектов меньше или равно произведению 

1

( )
k

i
i

card V

 . Если число объектов в точности равно 

1

( )
k

i
i

card V

 , то признаки  , 

являются (объектно) независимыми. Пространство признаков  объектов ПО опреде-
лим как образ отображения  , где . Яс-
но, что пространство признаков объектов ПО совпадает с  тогда и 
только тогда, когда признаки  - независимы. 
     Особый интерес представляет частный случай, когда все множества  состоят из 
двух элементов: нуля и единицы. Тогда каждый признак из  можно рассматривать как 
характеристическую функцию на  и отождествить каждый признак  c некото-
рым подмножеством . Введем обозначения  ,  ,  . 
Пусть  - некоторое натуральное число меньшее или равное  , пусть  
есть его двоичная запись, т.е.  или  и kk

kk iiiim  
 222 1

2
2

1
1  . 

     Множество вида ki
k

ii
m MMML  21

21  будем называть конституентой ([7], с. 

29). Ясно, что общее число различных конституент не превосходит k2 . В теории мно-
жеств доказаны следующие факты:  
     а) различные конституенты имеют пустое пересечение;  
     б) объединение всех конституент равно Q ; 

     в) каждое множество iM  равно объединению конституент, содержащих сомножи-

тель 0
iM ;  

     г) каждое непустое множество, образованное из множеств kMM ,1  при помощи 

операций объединения, пересечения и вычитания, является объединением некоторого 
числа конституент.  
     Из свойств а) - г) следует, что объекты 1q и 2q одного типа, если 1q и 2q  принадлежат 
одной конституенте. Пространство признаков V  - суть множество всех конституент. 
Если все конституенты не пусты, то признаки kPP ,,1   называются независимыми, и в 

этом случае пространство признаков имеет мощность k2 . 
     Аналогичным образом могут быть введены типы свойств. 
     Упорядоченную пару  21,   будем назвать конгруенцией реляционной системы 

 SPQD ,, , если  

     а) 1  - отношение эквивалентности на множестве имен объектов 

     б) 2  - отношение эквивалентности на множестве характеристических признаков P , 
     в) эквивалентные объекты неразличимы в D  посредством множества характеристи-
ческих признаков P  и множества отношений S , 
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     г) эквивалентные признаки неразличимы в D  посредством множества отношений 
S . 
     Из теории реляционных систем следует, что любая конгруенция определяет гомо-
морфизм реляционной системы D  на некоторую реляционную систему  SPQD ,, , 

причем мощность множеств Q  и P  меньше мощности соответственно множеств Q  и 
P . Рассмотрение реляционной системы D  с точностью до конгруенции соответствует 
определенной иерархии представления предметной области в нашей модели. 
     В процессе представления данных о ПО в предложенной форме моделирования под-
лежит динамическому доопределению следующие факты:  
     1) Новые, принадлежащие данной ПО, объекты, их свойства и новые существенные 
свойства уже определенных объектов. 
     2) Новые отношения, отражающие взаимосвязи между объектами ПО и их характе-
ристиками. 
     Некоторые предварительные выводы состоят в следующем: 
1. Рассмотрен подход к моделированию предметных областей различных систем на 
основе реляционных моделей баз данных, обеспечивающий адекватность, максималь-
ную простоту и минимальную избыточность представления предметной области си-
стемы в форме реляционной системы. 
2. Проведена формализация процедуры определения типа объектов и пространства 
признаков предметной области, что позволяет проводить автоматизированный анализ 
зависимости характеристических признаков объектов. Предложенный алгоритм позво-
ляет отбросить ненесущие смысловой нагрузки характеристические признаки объектов, 
что упрощает без потери информации исходную модель. 
3. На основе понятий конгруенции и гомоморфизма реляционной системы определя-
ется иерархия представления предметной области системы в форме реляционной моде-
ли. 
4. В результате представления информации о предметной области на уровне основных 
понятий и определения системного подхода получена типовая для широкого класса си-
стем модель данных. 
5. Предложенный подход развивает формализацию эвристических процедур в рамках 
реляционных моделей данных и может быть применен для построения логико – семан-
тических моделей. 
 

§1. Категории топологических реляционных систем и топологических моделей 
(основные определения) 

 
     В настоящем параграфе вводится в рассмотрение топологические модели и тополо-
гические реляционные системы, которые далее обсуждаются с категорной точки зре-
ния. 
     Определение 1.1. Моделью  SMm ,  характеристики  knnn ,,, 21   называется 

множество M , на котором заданы отношения      knnn RRR ,,, 21   соответственно арно-

стей   kiMRnnn inn
k ,1,;,,, 1

21  ,(т.е. in -арное отношение есть некоторое подмноже-

ство in -той декартовой степени множества M ). Множество       knnn RRRS ,,, 21   
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называется сигнатурой модели M , число i
ki
nq




1
max  будем называть порядком модели 

M . 
     Замечание 1.1. Модели и их морфизмы являются предметом самостоятельной мате-
матической теории (см., например, [8]), кибернетические проблемы, связанные с теори-
ей моделей, подробно обсуждаются в работе [10]. 
     Определение 1.2 Реляционной системой характеристики     kk mnmnl ,,;,; 11   будем 

называть упорядоченную тройку  SPM ,,R , где M  есть множество, на котором 

заданы унарные отношения liMPPPP il ,1,,,,, 21  ; множество  lPPPP ,, 21  

называется множеством признаков реляционной системы SR ;  есть множество от-
ношений различных арностей, заданных на множествах M  и P , т.е. 

      kk mnmnmn RRR ,,, ,,, 2211 S , где   kiPMR iiii mnmn ,1,,  . Число  
1
max ,i i

i k
q n m

 
  бу-

дем называть порядком реляционной системы R . 
     Замечание 1.2. В математической литературе термины «модель» и «реляционная си-
стема» синонимичны; введенное же нами понятие реляционной системы, вообще гово-
ря, обобщает понятие модели. Действительно из операций 1.1 и 1.2 следует, что при 

 ( - пустое множество) реляционная система R  является моделью. Также ясно, 

что если в реляционной системе R  все числа kmmm ,,, 21   равны нулю, то , 

где  SPS , , есть модель. Кроме того, если  SPM ,,R  - реляционная система, то 
 ,, PM  есть модель порядка 1. В связи с этим, изучение моделей первого порядка 

важно для исследования реляционных систем. 
     Определение 1.3. Две реляционные системы  SPM ,,R  и  SPM ,,R  будем 

называть однотипными, если существуют биекция PPg   и биекция SSh : , та-

кая, что     11
11

,, mnmn RRh  . Другими словами, две реляционные системы однотипны, 

если у них одинаковое количество признаков, и между множествами отношений S  и S  
может быть установлено взаимно однозначное соответствие, при котором арности со-
ответствующих отношений совпадают. 
     Определение 1.4. Пусть  SPM ,,R  и  SPM ,,R  - однотипные реляцион-

ные системы, g  - биективное отображение множества P  на множество P , h  - биекция 

множества S  на множество S , такая что     11
11

,, mnmn RRh  . Пусть f  - отображение 

множества M  в множество M . Упорядоченную тройку отображений  hgf ,,  будем 

называть гомоморфизмом реляционной системы R  в реляционную систему R , если 
выполняются следующие два условия: 
а) для любого PPi  , для любого Mx  

      ii PgxfPx  ; 

б) для любого   SR ii mn , , для любого ii mn PMy  , 

 
ii mn zzyyy ,,;,, 11   

              ),(
11

, ,,,,, ii

ii

ii mn
mn

mn RhzgzgyfyfRy    
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     Из определений 1.2 – 1.4 немедленно следует: 
     Предложение 1.1. Класс однотипных реляционных систем является классом объек-
тов некоторой категории, морфизмами которой служат гомоморфизмы реляционных 
систем. 
     Определение 1.5. Две однотипные реляционные системы  SPM ,,R  и 

 SPM ,,R  называются изоморфными, если существуют гомоморфизмы  hgf ,,  

реляционной системы R  в R и  11,,  hgf  реляционной системы R  в R , такие 

что f f - тождественное отображение на M . 
     Замечание 1.3. Существует естественный функтор вложения категории моделей в 
категорию реляционных систем, т.о., можно считать категорию моделей полной подка-
тегорией категории реляционных систем. С другой стороны, такие понятия теории мо-
делей как подмодель, наименьший гомоморфный образ, конгруеция и т.д. очевидным 
образом обобщаются в соответствующие понятия для реляционных систем. 
     Определение 1.6. Топологической моделью  UXT ,M  характеристики 

 knn ,,1   будем называть топологическое пространство X  и множество 
    knn rrU ,,1  , где    kir in ,1  есть непрерывное отображение  

ii
nn VVXr ii ,:  - 

некоторое топологическое пространство. Число i
ki

nq



1
max ; будем называть порядком 

топологической модели MT . 
     Определение 1.7. Топологической реляционной системой характеристики 
    kk mnmnl ,,,,; 11   будем называть упорядоченную тройку  UWXT ,,R , где X  

есть топологическое пространство, на котором заданы непрерывные отображения 

iil ZXWWWW :,,,, 21  ;  liZi ,1  - некоторое топологическое пространство, 

 lWWW ,,1  , U  - множество отображений     kk mnmn UUU ,, ,,11  , причем, отобра-

жение  
i

mnmn VWXU ixiii :,  таково, что iV  есть топологическое пространство, inX  - 

декартова степень топологического пространства X , наделенного тихоновской тополо-
гией, и при любом фиксированном imWW   отображение i

n
i VXf i : , 

    wxUxf ii mn ,,  есть непрерывное отображение. Число },{max
1

ii
kk

mnq


  будем назы-

вать порядком топологической реляционной системы RT . 

     Определение 1.8. Пусть  UXT ,M  и  UXT ,M  две топологические моде-

ли одной и той же характеристики  knn ,,1  ,     knn rrU ,,1  , где 

        k
ii

nn

i
nn rrUkiVXr ,,,,1:

,1
 , где 

 
i

nn
VXr

ii : . Будем говорить, что 

MT  и MT  однотипны, если существует гомеоморфизмы  kiVVf iii ,1:  . 

     Определение 1.9. Пусть  UWXT ,,R  и  UWXT ,,R  - две топологические 
реляционные системы. Характеристики 
 

      lkk WWWmnmnl ,,;,,,,; 111   ,  
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где       kk mnmn
ii UUUliZXW ,, ,,;,1: 11   ,     ;,1:, kiVWXU i

mnmn iiii   

 lWWW ,,1   ,  

где ii ZXW :  
    kk mnmn

UUU
,,

,,
11
 , 

       kiVWXU i
mnmn iiii

,1:
,

 . 
 

     Будем говорить, что RT  и RT  однотипны, если существуют гомеоморфизмы 

 kiVVf iii ,1:   и гомеоморфизмы  ljZZg jjj ,1:  . 

     Определение 1.10. Пусть MT  и MT  - две однотипные топологические модели. 

 UXT ,M ,     knn rrU ,,1  ,  
i

nn VXr ii : ,  ki ,1 ;  UXT ,M , 
    knn

rrU ,,
,1
 , 

 in
r :   i

n
VX

i    ki ,1 ; отображения  kiVVf iii ,1:   есть го-

меоморфизмы. Упорядоченный набор отображений  kffg ,,; 1   будем называть гомо-

морфизмом топологической модели MT  в MT , если g  есть непрерывное отображе-

ние топологического пространства X  в топологическое пространство X , такое что для 
любого  kii ,1  коммутативна диаграмма: 

 
   

i

f

i

nn

ng
n

VV

rr

XX

i

i
i

i
in

i






 

 

где          i

i

i n
n

n Xyygygygyg  ,,,, 21   

     Определение 1.11. Пусть  UWXT ,,R  и  UWXT ,,R  - две однотипные 

топологические реляционные системы.  lWWW ,,1  , где 

      kk mnmn
ii UUUliZXW ,, ,,,,1: 11  ,    kjVWXU j

mnmn jjjj ,1:,   ; 

 lWWW ,,1  , где ii ZXW : ;  li ,1 , 
    kk mnmn

UUU
,,

,,
11

 , где 
     kjVWXU j

mnmn jjjj
,1:

,
 , отображения  kiVVf iii ,1:  , 

 ,1:  gZZg jjj , есть гомеоморфизмы топологических пространств 

 kiVV ii ,1,   и  ljZZ jj ,1,  . Упорядоченный набор отображений 

 ek ggffh ,,;,,; 11   будем называть гомоморфизмом топологической реляционной 

системы RT  в топологическую реляционную систему RT , если для любых  kjj ,1  

и  lii ,1  коммутативны диаграммы: 
 

       

i

g

i

ii

h

ZZ

WW

XX

i
j






 

 

где          j

j

j n
n

n Xyyhyhyhyh  ,,,, 21  ;  
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j  - взаимно однозначное соответствие: jj
mm

j WW : ,  

h  - непрерывное отображение топологического пространства X  в топологическое 

пространство X . 
     Непосредственным следствием определений 1.2 – 1.11 являются предложения 1.2 и 
1.3. 
     Предложение 1.2. Категория однотипных реляционных систем характеристики 
    kk mnmnl ,,,,; 11   является полной подкатегорией категории однотипных топологи-

ческих реляционных систем, морфизмами которой служат гомоморфизмы однотипных 
топологических систем. 
     Предложение 1.3. Категория однотипных топологических моделей характеристики 
 knn ,,1   является полной подкатегорией категории однотипных топологических ре-

ляционных систем характеристики     0,,0,;0 1 knn  . 

 
§2. Топологические модели первого порядка 

 
     В настоящем параграфе рассматривается конструкция введения инициальной топо-
логии на некотором множестве X , на котором заданы отображения ii ZXU : , li ,1 , 

где iZ  есть некоторые топологические пространства. В результате путем, естественным 

для приложений, приходим к топологической модели первого порядка. Далее обсужда-
ется связь семантики и структуры топологии в топологической модели первого поряд-
ка. Заметим, что понятия топологической модели первого порядка и топологической 
реляционной системы первого порядка совпадают. 
     Пусть X  есть некоторое множество, на котором заданы отображения ii ZXU : , 

li ,1 , где iZ  есть некоторое топологическое пространство (на практике обычно iZ  

есть некоторое открытое или замкнутое подмножество в in  - мерном векторном про-

странстве inR , причем в iZ топология i  индуцируется стандартной топологией в inR . 

Построим на множестве X  инициальную топологию, порожденную семейством отоб-
ражений iU . 

Обозначим через i  прообраз семейства i  при отображении iU . Тогда, приняв в каче-

стве предбазы топологии в X  объединение всех семейств i , получим в X  некоторую 

топологию  , причем справедливо следующее 
     Предложение 2.1. Топология   в X  является слабейшей из всех таких топологий в 

X , при которых все отображения iU    li ,1 , непрерывны. 

     Предложение 2.2.  UXT ,M  является топологической моделью первого поряд-
ка. 
     Определение 2.1. Пусть  UXT ,M  - топологическая модель первого порядка, 

   liUUUU l ,1;,,,1    есть непрерывное отображение топологического простран-

ства X  в топологическое пространство iZ . Пусть Z  есть декартово произведение то-



Вестник № 2 

 17

пологических пространств li ZZZZZ  21, . Наделим Z  тихоновской тополо-

гией. Определим отображение lUUF  1 , ZXF : . 

Подмножество ZimFP   с индуцированной топологией будем называть признако-
вым пространством топологической модели MT . 
Пусть ZPx : есть вложение топологического пространства P  в топологическое про-
странство Z ,  liZZZZ ili ,1: 1    - проекция на i  - тый сомножитель. 

Определим отображения ii ZPf : , iif  æ , тогда приходим к следующему пред-

ложению. 
     Предложение 2.3.    fPT ,'M , где P  - признаковое пространство топологиче-

ской модели   
ii

f
l

ffffT  ,,,
2

,
1

,M  æ , ii ZPf : , является топологиче-

ской моделью первого порядка. 
     Доказательство: из определения 2.1. следует, что для любого i  отображение if  

непрерывно, как композиция непрерывных отображений.  
     Из определения 2.1 и предложения 2.3 следует 
     Предложение 2.4. Пусть  UXT ,M  - топологическая модель первого порядка 

   fPT ,'M ; тогда упорядоченный набор отображений     lididF ,,, 1  , где 

PXF : ,   iii ZZid :  - тождественные отображения является гомоморфизмом то-

пологической модели первого порядка MT  в топологическую модель первого порядка 
 'MT . 
     Нетрудно убедиться в справедливости следующего предложения. 
     Предложение 2.5. Топологическая модель первого порядка  'MT  изоморфна топо-

логической модели первого порядка   ''MT . 
     Определение 2.2. Пусть  UXT ,M  - топологическая модель первого порядка, 
P  - ее признаковое пространство, отображение PXF :  построено как в определе-
нии 2.1. Для любого элемента p  из признакового пространства P  обозначим 

     pFpA 1 , тогда  pA  есть некоторое подмножество в X . Множество 

   PppASB   будем называть семантическим базисом топологической модели первого 

порядка MT . Будем говорить, что два элемента 1x  и 2x  из множества X  принадлежат 

одному типу, если    ixFxF 1  или   01 \ ApAUXx
Pp







 








 и 

  02 \ ApAUXx
Pp







 








. 

     Предложение 2.6. Отношение принадлежности одному типу есть отношение эквива-
лентности на множестве X . 
     Предложение 2.7. Элементы семантического базиса являются замкнутыми подмно-
жествами в топологическом пространстве X , если топология в признаковом простран-
стве хаусдорфова. Более того, если на множестве X  топология введена так, как в пред-
ложении 2.1., то элементы семантического базиса являются минимальными замкнуты-
ми подмножествами в X . 
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     Роль семантического базиса в топологической модели первого порядка проясняется 
следующим предложением. 
     Предложение 2.8. Пусть  UXT ,M  - топологическая модель первого порядка. 
Любое непустое подмножество в X , которое можно описать с помощью теоретико – 
множественных операций посредством множества признаков lUUU ,,, 21  , UUi  , яв-

ляется объединением некоторого числа элементов семантического базиса и открытого 
множества  pAUXA

Pp
 \0 , где P  - признаковое пространство. 

     В заключение отметим, что конструкция, изложенная в настоящем параграфе, может 
быть обобщена на топологические реляционные системы n  - го порядка, причем поня-
тия признакового пространства и семантического базиса строятся индуктивно, что хо-
рошо согласуется с иерархическим представлением ассоциативных и неассоциативных 
связей в информационной среде. 
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