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Аннотация 
Цель: найти точные решения смешанной краевой задачи для системы уравнений Мо-
исила-Теодореску в бесконечном слое. 
Процедура и методы. В статье рассмотрены смешанные краевые задачи для системы 
уравнений Моисила-Теодореску в слое и для системы Коши-Римана в полосе. Эти задачи 
сводятся к смешанным краевым задачам Дирихле-Неймана для уравнения Лапласа в слое 
и в полосе, соответственно, явные решения которых получены авторами ранее с помо-
щью преобразования Фурье обобщённых функций медленного роста.  
Результаты. Получены точные решения смешанных краевых задач для системы Моисила-
Теодореску и для системы Коши-Римана, которые записываются в виде свёрток быстро 
убывающих, бесконечно дифференцируемых функций (ядер) с граничными функциями, 
которые считаются обобщёнными функциями медленного роста. Если граничные функ-
ции являются обычными функциями медленного роста, то решения записываются инте-
гральными формулами, которые можно считать аналогом формул Келдыша-Седова. В 
частности, если граничные функции являются полиномами, то решения также являются 
полиномами. 
Теоретическая и/или практическая значимость работы заключается в получении точных 
решений смешанных краевых задач для системы Моисила-Теодореску и для системы 
Коши-Римана. 
Ключевые слова: Система уравнений Моисила-Теодореску, система уравнений Коши-Ри-
мана, краевая задача Римана-Гильберта, краевая задача Шварца, смешанная краевая за-
дача, обобщённые функции медленного роста 
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SOLUTION OF A MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR THE MOISIL–TEODORESKU SYSTEM IN AN INFINITE LAYER 

O. Algazin, A. Kopaev 
Bauman Moscow State Technical University 
ul. 2-ya Baumanskaya 5, stroenie 1, Moscow 105005, Russian Federation 

Abstract 
Aim. The purpose of the paper is to find exact solutions of a mixed boundary value problem for 
a system of Moisil–Teodorescu equations in an infinite layer. 
Methodology. The paper considers mixed boundary value problems for the Moisil–Teodorescu 
system of equations in a layer and for the Cauchy–Riemann system in a strip. These problems 
are reduced to mixed Dirichlet–Neumann boundary value problems for the Laplace equation in 
a layer and in a strip, respectively, whose explicit solutions were previously obtained by the 
authors using the Fourier transform of generalized functions of slow growth. 
Results. Exact solutions of mixed boundary value problems for the Moisil–Teodorescu system 
and for the Cauchy–Riemann system are obtained, which are written as convolutions of rapidly 
decreasing, infinitely differentiable functions (kernels) with boundary functions that are consid-
ered to be generalized functions of slow growth. If the boundary functions are ordinary functions 
of slow growth, then the solutions are written using integral formulas, which can be considered 
analogous to the Keldysh–Sedov formulas. In particular, if the boundary functions are polyno-
mials, then the solutions are also polynomials. 
Research implications. Exact solutions of mixed boundary value problems for the Moisil–Teo-
dorescu system and for the Cauchy–Riemann system are obtained. 
Keywords: Moisil–Teodorescu system of equations, Cauchy–Riemann system of equations, Rie-
mann–Hilbert boundary value problem, Schwartz boundary value problem, mixed boundary 
value problem, generalized functions of slow growth 

 
Введение 

Система дифференциальных уравнений 
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𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�
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= 0

                                             (1) 

 
где 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥),𝑞𝑞 �(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥),𝑞𝑞 �(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥),𝑞𝑞 �(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥),𝑥𝑥𝑥   (𝑥𝑥�,𝑥𝑥 �) функции трёх переменных, 
введена румынскими математиками Г. Моисилом и Н. Теодореску [1] как обоб-
щение на случай трёх переменных системы уравнений Коши-Римана для функ-
ций двух переменных 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
                                               (2) 

В случае системы Коши-Римана (2) функции  𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) и 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) являются гар-
моническими, а функция 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  является аналитической (го-
ломорфной). 

В случае системы Моисила-Теодореску (1) четырёхкомпонентный вектор 𝑞𝑞 𝑞
(𝑞𝑞�, 𝑞𝑞�, 𝑞𝑞�, 𝑞𝑞�) называется голоморфным, а его компоненты являются гармони-
ческими функциями трёх переменных.  

Теория краевых задач для аналитических функций (для системы Коши-Ри-
мана) изложена в книгах [2; 3]. Задачей Гильберта (Римана-Гильберта) называ-
ется задача отыскания аналитической функции (решения системы (2)) в области 
𝐷𝐷, если на границе области 𝜕𝜕𝜕𝜕 задана линейная комбинация функций 𝑢𝑢 и 𝑣𝑣𝑣 

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎𝑎 
или 

���(𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎)𝑓𝑓� = 𝑎𝑎𝑥 
где 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎заданные функции. 

Частный случай, если 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎 𝑎, называется задачей Шварца. 
В случае кусочно-постоянных коэффициентов 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏, если на одной части гра-

ницы 𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑎𝑎 , а на оставшейся части границы 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎  𝑎𝑎 𝑎 𝑎, то есть на одной 
части границы задана функция 𝑢𝑢, а на оставшейся части границы задана функ-
ция 𝑣𝑣, мы имеем смешанную краевую задачу [2, с. 472; 3, с. 308]. Для случая по-
луплоскости решение этой задачи даётся формулой Келдыша-Седова [2–4]. 

Основные факты теории аналитических функций переносятся на голоморф-
ные векторы [5, с. 222; 6, с. 164]. Например, в [6, с. 179] рассмотрен один из ана-
логов задачи Римана-Гильберта для полупространства. Другие аналоги задачи 
Римана-Гильберта для ограниченных областей в ℝ� рассмотрены в [7; 8]. 

В данной работе мы рассматриваем смешанную краевую задачу для системы 
уравнений Моисила-Теодореску в бесконечном слое 

𝐷𝐷 𝐷 �(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) ∈ ℝ�:𝑥𝑥𝑥𝑥   �, 0 < 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  �, 
в которой требуется найти решение системы (1), удовлетворяющее граничным 

условиям: 
𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑙𝑙(𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥) = 𝑛𝑛(𝑥𝑥).     

Предварительно мы решаем смешанную краевую задачу для системы уравне-
ний Коши-Римана в полосе. 

Полученные интегральные формулы, представляющие решение, можно рас-
сматривать как аналог формул Келдыша-Седова. 

 
1. Смешанная краевая задача для системы Коши-Римана в полосе 

Требуется решить краевую задачу 



ISSN 2072-8387 Вестник Московского государственного областного университета. Серия: Физика-Математика 2022 / № 2

9

                                 

⎩⎪
⎨
⎪⎧

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
 , −∞ < 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥      𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜑𝜑(𝑥𝑥), 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥), −∞ < 𝑥𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥 (3) 
Эта задача сводится к двум смешанным краевым задачам Дирихле-Неймана для 
уравнения Лапласа в полосе для функций 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  и 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 : 

 
                                   Δ𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 0, −∞ < 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥      𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥(4)  
                         𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜑𝜑(𝑥𝑥), 𝑢𝑢�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = −𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓 
                    Δ𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 0, −∞ < 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥      𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 
                          𝑣𝑣�(𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜑𝜑�(𝑥𝑥), 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥).                                          (7) 

Эти задачи решены в [9]. Их решения записываются в виде свёрток 
                          𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = φ(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓  𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) ,                                (9) 
                   𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 ) − 𝜑𝜑�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 ) ,                      (10) 

где для ядер введены обозначения (ℱ��� − обратное преобразование Фурье)  

𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = ℱ����𝑅𝑅�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ), 𝑅𝑅(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = ch�𝑡𝑡(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  )�
ch(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 𝑡 𝑡  , 

𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = ℱ����𝑆𝑆�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ), 𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = sh(𝑡𝑡𝑡𝑡)
𝑡𝑡 𝑡𝑡(𝑡𝑡𝑡𝑡) , 𝑡𝑡 𝑡 𝑡   , 

𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 1
𝑎𝑎  

sin �π𝑦𝑦
2𝑎𝑎� ch �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�
ch �𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑎𝑎 � − cos �𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑎𝑎 �

, 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 1
2π ln �

ch �π𝑥𝑥
2𝑎𝑎� + sin �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎�
ch �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎� − sin �π𝑦𝑦
2𝑎𝑎�

� . 

Заданные функции φ(𝑥𝑥) и ψ(𝑥𝑥) можно считать обобщёнными функциями мед-
ленного роста, φ(𝑥𝑥), ψ(𝑥𝑥) ∈ 𝒮𝒮𝒮𝒮𝒮𝒮 [10]. В этом случае решения системы Коши-
Римана 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  и 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  имеют граничные значения в смысле теории обобщен-
ных функций: 

lim���� 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢   (𝑥𝑥)  в  𝒮𝒮�(ℝ), lim���� 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥)  в  𝒮𝒮�(ℝ), 
то есть для каждой основной функции 𝛼𝛼(𝑥𝑥) ∈ 𝒮𝒮 (ℝ) имеют место равенства: 
lim�����𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ), 𝛼𝛼(𝑥𝑥)� = �𝜑𝜑(𝑥𝑥), 𝛼𝛼(𝑥𝑥)�, lim�����𝜕𝜕(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ), 𝛼𝛼(𝑥𝑥)� = �𝜓𝜓(𝑥𝑥), 𝛼𝛼(𝑥𝑥)�𝑥 

Замечание 1. По свойствам свёртки  

𝜓𝜓�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥) ∗ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝜓𝜓(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 )� 

𝜑𝜑�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜑𝜑(𝑥𝑥) ∗ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝜑𝜑(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )�, 
и формулы (9), (10) можно менять в соответствии с этими равенствами. 

Если φ(𝑥𝑥) и ψ(𝑥𝑥) − обычные функции медленного роста, то граничные зна-
чения функций 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  и 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  существуют в обычном смысле, то есть в каждой 
точке непрерывности функций φ(𝑥𝑥) и ψ(𝑥𝑥) имеют место равенства: 

lim���� 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜑𝜑(𝑥𝑥), lim���� 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥). 
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Эти же равенства имеют место в некотором интервале в том случае, когда 
обобщённая функция 𝜑𝜑(𝑥𝑥) �𝜓𝜓(𝑥𝑥)� совпадает в этом интервале с непрерывной 
функцией. 

Когда φ(𝑥𝑥), 𝜑𝜑�(𝑥𝑥) и ψ(𝑥𝑥), 𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓 𝜓 обычные функции медленного роста, 
свёртки (9), (10) записываются интегральными формулами: 

 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1
𝑎𝑎 sin �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎� � φ(𝑡𝑡)
�

��
 

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
2𝑎𝑎 �

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
𝑎𝑎 � − cos �π𝑦𝑦

𝑎𝑎 �
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  

− 1
2π � ψ�(𝑡𝑡) ln �

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
2𝑎𝑎 � + sin �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎�

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
2𝑎𝑎 � − sin �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎�
� 𝑑𝑑𝑡𝑡 ,

�

��
 

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 1
𝑎𝑎 cos �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎� � ψ (𝑡𝑡)
�

��
 

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
2𝑎𝑎 �

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
𝑎𝑎 � + cos �π𝑦𝑦

𝑎𝑎 �
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  

− 1
2π � 𝜑𝜑�(𝑡𝑡) ln �

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
2𝑎𝑎 � + cos �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎�

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
2𝑎𝑎 � − cos �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎�
� 𝑑𝑑𝑡𝑡

�

��
. 

Если 𝜑𝜑(𝑥𝑥) и 𝜓𝜓(𝑥𝑥) – полиномы, то 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  и 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  тоже являются полиномами 
и явные формулы для них получены в [11]. 

Решение смешанной краевой задачи (2), (3) единственно в классе функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  медленного роста по 𝑥𝑥:  

� |𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)|
�

��
(1 + |𝑥𝑥|)��𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

для некоторого 𝑚𝑚 𝑚 𝑚 и для каждого 𝑦𝑦 𝑦 (0, 𝑎𝑎). 
Пример 1. 𝜑𝜑(𝑥𝑥) = 𝐻𝐻(𝑥𝑥), 𝜓𝜓(𝑥𝑥) = 0. 
Здесь 𝐻𝐻(𝑥𝑥) − функция Хевисайда, её производная 𝐻𝐻�(𝑥𝑥) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥) − дельта-

функция Дирака. Решение смешанной задачи (2), (3) получаем по формулам (9), 
(10): 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = φ(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − 𝜓𝜓�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝐻𝐻(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 

= 1
𝑎𝑎 sin �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎� �  
�

�
 

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
2𝑎𝑎 �

ch �π(𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 )
𝑎𝑎 � − cos �π𝑦𝑦

𝑎𝑎 �
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  1

π arctg �
sh �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�
sin �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎�
� + 1

2 . 

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑥𝑥) − 𝜑𝜑�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑥𝑥) = −𝛿𝛿(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑥𝑥) = 

= −𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   𝑥𝑥) = 1
2π ln �

ch �π𝑥𝑥
2𝑎𝑎� −cos �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎�
ch �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎� +cos �π𝑦𝑦
2𝑎𝑎�

� . 

Легко проверить, что 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) и 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) удовлетворяют системе Коши-Римана (2) 
и выполняются граничные условия: 
lim���� 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢   , если 𝑥𝑥 𝑥 𝑥, lim���� 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢   , если 𝑥𝑥 𝑥𝑥 , lim���� 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣    
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В точке разрыва функции 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻  lim���� 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑢 
Пример 2. 𝜑𝜑(𝑥𝑥) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥), 𝜓𝜓(𝑥𝑥) =0.  
По формулам (9), (10): 

𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = φ(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) − 𝜓𝜓�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 

= 1
𝑎𝑎 

sin �π𝑦𝑦
2𝑎𝑎� ch �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎�
ch �𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑎𝑎 � − cos �𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑎𝑎 �

 . 

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝜓𝜓(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ) − 𝜑𝜑�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ) = −𝛿𝛿�(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ) = 

= − 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝛿𝛿(𝑥𝑥) ∗ 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   )� 𝑢 − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑠𝑠(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ) = 

= − 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 � 1

2π ln �
ch �π𝑥𝑥

2𝑎𝑎� +cos �π𝑦𝑦
2𝑎𝑎�

ch �π𝑥𝑥
2𝑎𝑎� −cos �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎�
�� = 1

𝑎𝑎  
cos �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎� sh �π𝑥𝑥
2𝑎𝑎�

ch �𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑎𝑎 � − cos �𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑎𝑎 �
 

Легко проверить, что 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) и 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) удовлетворяют системе Коши-Римана (2) 
и выполняются граничные условия в следующем смысле: 

lim���� 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥)  в  𝒮𝒮�(ℝ), 
то есть для каждой функции 𝛼𝛼(𝑥𝑥) ∈ 𝒮𝒮 (ℝ), имеет место равенство 

lim����
1
𝑎𝑎 sin �π𝑦𝑦

2𝑎𝑎� � 𝛼𝛼(𝑥𝑥)
�

��
 

 ch �π𝑥𝑥
2𝑎𝑎�

ch �𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑎𝑎 � − cos �𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑎𝑎 �
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑 (0). 

В интервалах (−∞,0)  и (0, ∞) обобщённая функция 𝛿𝛿(𝑥𝑥) совпадает с непре-
рывной функцией тождественно равной нулю, поэтому 

lim���� 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =0  для 𝑥𝑥 𝑥 𝑥𝑥 
Также 

lim���� 𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =0.  
Пример 3. 𝜑𝜑(𝑥𝑥) =𝑥𝑥 �, 𝜓𝜓(𝑥𝑥) =𝑥𝑥 �. 
По формулам, приведённым в [11], получим решение смешанной краевой за-

дачи: 
𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =𝑥𝑥 � − 𝑦𝑦� + 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  𝑎𝑎𝑎�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  � − 3𝑎𝑎�𝑦𝑦𝑦 

𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =3 𝑎𝑎�𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  � − 3𝑥𝑥𝑥𝑥� − 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   
Аналитическая функция, дающая решение задачи Римана-Гильберта: 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑖𝑖𝑖𝑖� + 𝑧𝑧� + (3𝑖𝑖𝑖𝑖� − 2𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑧𝑧𝑧 
Re 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =𝑥𝑥 �, Im 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  ) =𝑥𝑥 �. 

 
2. Смешанная краевая задача для системы Моисила-Теодореску в слое 

Требуется решить краевую задачу  
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⎩
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪
⎧𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0
𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�

−  𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 +  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
= 0

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�

+  𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 −  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
= 0

𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 −  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
+  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕�
= 0

    (𝑥𝑥�, 𝑥𝑥�) = 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 

  𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑙𝑙(𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑛𝑛(𝑥𝑥)           (12) 
Задача (11), (12) сводится к четырём смешанным краевым задачам Дирихле-

Неймана для уравнения Лапласа в слое: 
Δ𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 0, 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦 

                   𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑘𝑘(𝑥𝑥),  𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =  𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�
(𝑥𝑥) −  𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�
(𝑥𝑥),                   (13) 

Δ𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 0, 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦 
                 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑙𝑙(𝑥𝑥),  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = −  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥) +  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥),                 (14) 

Δ𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 0, 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦 
                    𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑚𝑚(𝑥𝑥),  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥) +  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥),                 (15) 

Δ𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 0, 𝑥𝑥 𝑥 𝑥�, 0 < 𝑦𝑦𝑦  𝑦𝑦𝑦 
                     𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑛𝑛(𝑥𝑥),  𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕 (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = −  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥) −  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥).            (16) 

Эти задачи решены в [9]. Их решения записываются в виде свёрток 

       𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑘𝑘(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) + �  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥) −  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥)� ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) ,                 (17) 

 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑙𝑙(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ) + � 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥) −  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥)� ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ) ,        (18) 

𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑚𝑚(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ) − � 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥) +  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥)� ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ) ,       (19) 

         𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = 𝑛𝑛(𝑥𝑥) ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) − �  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥) +  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥)� ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) .               (20) 

где для ядер введены обозначения (ℱ��� − обратное преобразование Фурье) 

𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = ℱ����𝑅𝑅��(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ), 𝑅𝑅�(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = 𝑐𝑐𝑐�𝑐𝑡𝑡𝑐(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  )�
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 , 𝑡𝑡 𝑡𝑡 �  , 

𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) = ℱ����𝑆𝑆��(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ), 𝑆𝑆�(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 ) = 𝑠𝑠𝑠(|𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡)
|𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 (|𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡) , 𝑡𝑡 𝑡𝑡  �  , 

Ядра 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) и 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) не выражаются через элементарные функции: 
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𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =
1
2𝜋𝜋�

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎))
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜌𝜌

�

�
𝐽𝐽�(𝜌𝜌|𝑥𝑥|)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =
1
2𝜋𝜋�

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

�

�
𝐽𝐽�(𝜌𝜌|𝑥𝑥|)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

где 𝐽𝐽�(ρ|x|) − функция Бесселя 1-го рода нулевого порядка.   
Заданные функции 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑙𝑙(𝑥𝑥),𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 можно считать обобщёнными функ-

циями медленного роста, 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑙𝑙(𝑥𝑥),𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛�) [10]. В этом случае ре-
шения системы Моисила-Теодореску 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 имеют 
граничные значения в смысле теории обобщённых функций. 

Замечание 2. Формулы (17), (18), (19), (20) можно изменить в соответствии со 
свойствами свёртки. Например, 

�  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�
(𝑥𝑥) −  𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕�
(𝑥𝑥)� � 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = �𝑙𝑙(𝑥𝑥) − 𝑚𝑚(𝑥𝑥)� � � 𝜕𝜕𝜕𝜕�𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) −  𝜕𝜕𝜕𝜕�
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)� 

= �  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕� −
 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�� �𝑐�𝑙𝑙

(𝑥𝑥) − 𝑚𝑚(𝑥𝑥)� � 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)�. 
Если 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑙𝑙(𝑥𝑥),𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑛𝑛(𝑥𝑥) – обычные функции медленного роста, то гранич-

ные значения функций 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥), 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 существуют в обычном 
смысле, то есть в каждой точке непрерывности функций 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑙𝑙(𝑥𝑥),𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑛𝑛(𝑥𝑥) 
имеют место равенства 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙���� 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙���� 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑙𝑙(𝑥𝑥), 
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙���� 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙���� 𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑛𝑛(𝑥𝑥). 

Эти же равенства имеют место в некоторой области 𝐷𝐷 𝐷 𝐷� и в том случае, 
когда обобщённые функции 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑙𝑙(𝑥𝑥),𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑛𝑛(𝑥𝑥) совпадают в этой области с не-
прерывными функциями.     

Если 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑙𝑙(𝑥𝑥),𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑛𝑛(𝑥𝑥) и их первые производные – обычные функции мед-
ленного роста, свёртки (17), (18), (19), (20) записываются интегральными форму-
лами, например: 

𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =
1
2𝜋𝜋� 𝑘𝑘(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 � 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎))

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜌𝜌
�

�
𝐽𝐽�(𝜌𝜌|𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 |)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑

ℝ�
 

+ 1
2𝜋𝜋� �  𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑡𝑡) −  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

(𝑡𝑡)� 𝑑𝑑𝑡𝑡 � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

�

�
𝐽𝐽�(𝜌𝜌|𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥 |)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ�
 

Если 𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑙𝑙(𝑥𝑥),𝑚𝑚(𝑥𝑥), 𝑛𝑛(𝑥𝑥) – полиномы, то свёртки (17), (18), (19), (20) являются 
полиномами, и явные формулы для них получены в [11]. 

Решение смешанной краевой задачи (11), (12) единственно в классе функций 
𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓  медленного роста по 𝑥𝑥:  

� |𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)|
ℝ�

(1 + |𝑥𝑥|)��𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 |𝑥𝑥| = �𝑥𝑥�� + 𝑥𝑥�� ,   
для некоторого 𝑚𝑚 𝑚 𝑚 и для каждого 𝑦𝑦𝑦  (0, 𝑎𝑎). 
Пример 4. 

𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥��𝑥𝑥�, 𝑙𝑙(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑥𝑥��, 𝑚𝑚(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥��𝑥𝑥��, 𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑥𝑥�. 
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По формулам, приведённым в [11], получим решение смешанной краевой за-
дачи: 

𝑞𝑞�(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥��𝑥𝑥� ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) + (2𝑥𝑥�𝑥𝑥� − 2𝑥𝑥�𝑥𝑥��) ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 

= 𝑥𝑥��𝑥𝑥� + 2𝑎𝑎𝑎𝑎�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  �𝑦𝑦� + 2𝑥𝑥�𝑥𝑥�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  �𝑥𝑥��𝑦𝑦𝑦  2
3 𝑥𝑥�𝑦𝑦� − 2𝑎𝑎�𝑥𝑥�𝑦𝑦𝑦 

𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑥𝑥�� ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥) + (𝑥𝑥�� − 𝑥𝑥�) ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥) = 

= 𝑥𝑥�𝑥𝑥�� − 𝑥𝑥�𝑦𝑦� + 𝑥𝑥�𝑎𝑎� + 𝑥𝑥��𝑎𝑎 𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎� − 𝑥𝑥�� 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  �𝑦𝑦𝑦  2
3 𝑎𝑎� − 𝑎𝑎𝑎𝑎� + 1

3 𝑦𝑦�. 
𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥��𝑥𝑥�� ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥) − (2𝑥𝑥�𝑥𝑥� + 𝑥𝑥�) ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥  𝑥𝑥) = 

= 𝑥𝑥��𝑥𝑥�� + 𝑥𝑥��𝑎𝑎� − 𝑥𝑥��𝑦𝑦� + 𝑥𝑥�� 𝑎𝑎� − 𝑥𝑥��𝑦𝑦� + 1
3 𝑦𝑦� + 5

3 𝑎𝑎� − 2𝑎𝑎�𝑦𝑦� − 2𝑎𝑎𝑎𝑎�𝑥𝑥� − 
−𝑎𝑎𝑎𝑎� + 2𝑥𝑥�𝑥𝑥�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  �𝑦𝑦𝑦 

𝑞𝑞�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�𝑥𝑥� ∗ 𝑟𝑟�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) − (𝑥𝑥�� + 2𝑥𝑥��𝑥𝑥�) ∗ 𝑠𝑠�(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 

= 𝑥𝑥�𝑥𝑥� − 𝑥𝑥��𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  ��𝑥𝑥�𝑦𝑦𝑦  2
3 𝑥𝑥�𝑦𝑦� + 1

3 𝑦𝑦� − 2𝑎𝑎�𝑥𝑥�𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦  �. 
 

Заключение 
Получены точные решения смешанной краевой задачи для системы Моисила-

Теодореску в бесконечном слое. В случае, когда заданные на границе слоя функ-
ции являются функциями медленного роста, решения задачи записываются ин-
тегральными формулами, которые можно считать аналогом формулы Келдыша-
Седова для полуплоскости. 

 
Статья поступила в редакцию 07.04.2022 г. 
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